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���������� Ω ����� X = Ω/Γ ��������� (��

Γ ⊂ Aut(Ω) �������) �� Calabi-Vesentini[1] � Borel[2] �������

�. ������, � dimC(X) � 2 �, ��� H1(X,TX) = 0, �� X ���

�������. ������ [3] �������������������

��, �������� Kähler ��������, ���� n � 2 �� Kähler

�� N ������ Nakano ������ (strictly positive in the dual-Nakano

sense) ����, ������ N ����� Kähler �� M ��������

N �����������. ����� Ω ���� 1 ���, ���� Ω ��

��� n � 2 ������. � Ω �� � 2 �, ����� Nakano �����

�����, �� Siu[3,4] ���������� X = Ω/Γ �������. �

� Margulis �����, �� � 2 ������������� (Z, g) �, ��

�� Γ ⊂ Aut(Z, g) �������. � Hermite ����, ���������

���, ������ 2 ������	�� (holomorphic bisectional curvature)

�����. �����	��	 Γ � X ���������. �����

� [5] ���� X �� Hermite ������, 	������� X �
��

���	��� Kähler ������� Kähler-Einstein��. ��������

� (������). ���������������, ���	��� X �	

� Kähler-Einstein �����	����������
�	��. � Hermite

�����	� Kähler-Einstein ������, Mok[5] �����������

��� X = Ω/Γ �� Hermite ������, ��������
� [6] ��

Satake-Baily-Borel������.

���
��������� 2 �������� Ω ��������. 


(N, h)�
�����	��� Kähler��. �� Hermite������, ��	

�, ���������� X = Ω/Γ �������� Kähler �� (N, h) ��



� 20 � ������� VMRT ��������
���� · 493 ·

��������
��. ��
�����	��������������

��,
������� D������
�����	���� Aut(D)���

Kähler��. 
�����������������������,����	

����
����������, �
������
������ Finsler �

�. 

, ��� D ������������� Aut(D) ��� Carathéodory

���
����. Hermite ��������		�� Finsler �������,

��		���	�� Ω �� Γ ��������, �� Ω ���� D ⊂ Cn �

��� Φ : Γ → Aut(D) �������. ����, � Finsler ��������

��	���	��	���. ��, �����������	�� Finsler �

���� (����) �
�����. 
��
��������	���, �

�������
 Γ �������������
�. � X = Ω/Γ ����

�� Ω ′ ���� X ′ = Ω ′/Γ ′ ����� f : X → X ′ ��� Φ �������

F : Ω → Ω ′, Φ = f∗ : Γ → Γ ′ �� f 
��	����. � X ������� Φ

����, F : Ω → Ω ′ �����, �������� K ⊂ Ω ′, f−1(K) ⊂ Ω ��

���, ��, ������������������
����������

������� f : X → X ′ ����
�������.��� Mok[7] ����

��������������� F : Ω → Ω ′ �����
	�
 Ω �����

� := r � 2, � Ω ′ �� r′ ��� r, 	� r′ = r �� F ���
��. �
	�

��� [8] �	�. ����������������������
�� (


��� [9]), ��	
����	����������	
�� (non-tangential

limit) � Fatou 
�, ����
���������������������

����
�� (
����� VMRT �������). 
�, �����	�

������������
��������� Γ ���������
��

�, ������ (������)��
�����
���	��������

� 2 ���������

���������������
��.

���	, ��� Jun-Muk Hwang���������������� Fano

�������. ��������������������	
�����,

����������,��� Miyaoka-Mori[10] ��,�� Fano���
���

�. �������	��������������	�� (variety of minimal

rational tangents), 	� VMRT, ��
���� x ∈ X ����������	

��������� Cx(X) ⊂ PTx(X). ��� Hermite �������� Picard

�� 1 � Fano ���	��
. 
 Ω �����������. �� Borel 


���, Ω ����
�
������ S ���, � S ��������� Ω

������ Ω ����	�. 	������, �
	��� Picard�� 1 �

Fano ��� VMRT �����������������������
��.
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�	�, ���������������� f : Ω → Ω ′ ���
�����

���� Fatou 
�

, � f : Ω → Ω ′ �������������
���,

	���� f �����
�� f �����. ��,� Ω ′ � Ω �����,�

� Harish-Chandra �
�����, ��
�����������	� f ��

� Ω �� VMRT ��� Ω ′ �� VMRT ���	�. ��, ���� f : Ω → Ω ′

	��

��	��������	��	. ���������� VMRT �

�����������
�����������

�� (�������

�)��
���. �
�����	�������������������

�����
. ��
���������� VMRT �����
����
�

����
���, ��

��������������.

����������
. ����������������������

���,� 20.1����������
��	���Hermite����� Finsler

������������������. ����������� Carathéodory

� (� Finsler) ��, � 20.2 ����
��� Carathéodory ��������

�	����������, ������� �2 ���������� Γ ��

�������
���, �� Γ ⊂ Aut(Ω) �����. �����
����

����	��� Moore 	�������
 (����) ��
����. 20.3

�������������
���
��, ����
���	������


��

�������
���, �������
�����������

���������, ����
�
����
��������	�
���

�	������	��	, ����	���� VMRT ��
���. 20.4 �

	�������

�� (����� Hermite����)���������

����
������ VMRT �������, 20.5 �����������

� VMRT ����������������, ������� VMRT ���

�����������. 20.6������������		, �����
�

	 20.3 ����
�������	��	�������. 20.7 ��
���

�������������� VMRT��������	���������

�����. �����������
��� VMRT ��������, ��

�
������
����������������, ����������

������������, ��

�������������������

����. ����
��

20.1 ����������������

20.2 	�������������������
����

20.3 ���������
�����������


20.4 ������

��������
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20.5 VMRT ������

20.6 ��� Cartan-Fubini ��������������
����

20.7 
�����������
��� VMRT ��������

20.1 ����������������


 (X, g) �
�����	����� Kähler ��, ���� x ∈ X ; ξ, η ∈
T 1,0
x (X), (X, g) ���
� R 	� Rξξηη � 0. � (X, g) ����������

�, (X, g)�� Kähler�����
���� X �
�����	��� Kähler

�� h �����
. ����
 h � Hermite ��, ��
� (X,h) � Hermite

��
� Θ 	� Θξξηη � 0 (���� Θξξηη �= Θηηξξ). (X,h) � Griffiths ��

�����, �������
��� Hermite ��� (TX , h) ��������

(X,h) �����������.


�����	��
�����������.
 L ⊂ C�����, g��

	��X = C/L�����
��,�� z� C����
	�, g = 2Re(dz⊗dz).


 h � X ���
����� Hermite ��, h = 2Re(h0dz ⊗ dz). 	�, ��

g + h � Gauss ��� − 1
1 + h0

∂2

∂z∂z
log(1 + h0). ����������� h0 	

�� h. �� (X,h) � Gauss ������,

0 � ∂2

∂z∂z
log h =

1
h

( ∂2h

∂z∂z

)
− 1
h2

∣∣∣∂h
∂z

∣∣∣2,
∂2

∂z∂z
log(1 + h) =

1
1 + h

( ∂2h

∂z∂z

)
− 1

(1 + h)2

∣∣∣∂h
∂z

∣∣∣2
=

h

1 + h

( ∂2

∂z∂z
log h

)
+

1
h(1 + h)2

∣∣∣∂h
∂z

∣∣∣2.
��, (X, g+ h)
��� Gauss��.
���,�� X ������,	 Gauss-

Bonnet ��
� (X, g + h) � Gauss ������� 0, ��	�������

�	� h0 (����� h) ������ λ, � h = λg (�� Gauss ����


(X,h) � Gauss ������, ���
��� h = λg). ��	������ X

�
�� Gauss ��� Hermite �������� Gauss-Bonnet ��. 	 X �

� Hermite������	�����������	�
 Y ��� g(Y ) � 1�

����, f : X → Y ���
����, � Y ����� 1, �� f �	
��.

�	�, Y ��
� Gauss �� K � Hermite �� s, �� g(Y ) = 1 � K = 0,

g(Y ) � 2 � K < 0. ��, (X, g + f∗s) ���������
����, ��, �
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�
�����. �����
� f∗s = (λ − 1)g, λ > 1. �� f : (X, g) → (Y, s)

�
���������, ��	� f : X → Y ���	
��, �� Y ���

���.

��	����, 
�	�������	����. ����� Gauss-

Bonnet ��, ���	�����������. ��, (X, g + h) �����

�����
����� Hermite ������
�����. 
�, �����


�������. ��� Hermite �����������������

(i) Chern-Weil ���������, �� Hermite �������.

(ii)� Hermite�� (M,h)���� (S, h|S)����	� ΘS
ξξηη

� ΘM
ξξηη

,�

� ΘM � (M,h) ���
�, ΘS � (S, h|S) ���
�.

�������������� Hermite �����������	, �
��

���, ��������. �
�
, ΘS
ξξηη

= ΘM
ξξηη

− ‖σ(ξ, η)‖2, �� σ ��

(S, h|S) ↪→ (M,h) ��
���. ������ X ��� Hermite �� g1 � g2


���	����� (X, g1 + g2) ↪→ (X, g1) × (X, g2) ���
�. 
 (X, g1) �

(X, g2)��� (� Griffiths ���) �����,���������	� g1 + g2

��������.

��� � 2 ��������������������, ��� [5](���

�) ��
� [6](����) ������ Hermite ������.

�� 20.1.1 
 Ω �� � 2 ��������, Γ ⊂ Aut(Ω) ������

�, X := Ω/Γ . 
 g � X ��	� Kähler-Einstein��, h � X �� Griffiths �

��
����� Hermite ��. 	�, ���	� λ �
 h ≡ λg.

�� 20.1.1���������������
����. ��, 
����

������ Hermite ������ X := Ω/Γ �������
���. ��

�����

 X �����. � S �� Ω �������, Ω ⊂ S �� Borel


�. ��,�� Ω �	� Kähler-Einstein�� gΩ 
������	��. gΩ �

Aut(Ω)������,��
�� X ��	� Kähler-Einstein�� g. �� (L, ĥ)

�� (TX , h)� (��)���� (tautological line bundle),� (TX , h)� Griffiths�

��
��������� (L, ĥ)�����. 
 SΩ ⊂ PTΩ � Aut(Ω)����

��������, SΩ 
�� X ����� π : S → X . 
 νΩ � PTΩ � Aut(Ω)

�� Kähler ��, ν � PTX ����� Kähler ��, p > 0, q � 0, p+ q = dimC S,

	� ∫
S
c1(L, ĝ)p ∧ νq =

∫
S
c1(L, ĝ + ĥ) ∧ c1(L, ĝ)p−1 ∧ νq. (20.1.1)

��, c1(L, ĝ)|S � 0.
���� S �
 Ker(c1(L, ĝ)|S) := Q �= 0, 	� Q �

[α] ∈ S ��� s > 0 � [α] ��. ��
 q = s − 1, p = dimC S − q, �
�	
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(20.1.1) ���������� 0. �� c1(L, ĝ + ĥ) � 0, �	 (20.1.1) �
� S
� c1(L, ĝ + ĥ) ∧ c1(L, ĝ)p−1 ∧ νq ≡ 0, ���� [α] ∈ S 
� Θααζζ(g) = 0 �


Θααζζ(g+h) = 0���.������ Gauss�	�� (X, g+h) ↪→ (X, g)×(X,h)

��
��� σ, 	�����
� σ ≡ 0 �� h ≡ λg ���.

� X ���������� [5] � S ���������
 SM ⊂ PTM ��

� M ���� M ��������	�����������, SΩ := SM |Ω �
PTΩ � Aut(Ω) ��������, �������
�	
, ����
��

• ��� [α] ∈ SΩ ���������	�����, ��� [ζ] ∈ SΩ �
 α, ζ

���� x ∈ Ω ��� Rααζζ = 0.

• ��� [α] ∈ SΩ , c1(L, ĝ)[α] ������� S �	.

• ����� (20.1.1) 
��	���
��� σ ��� σ(α, ζ) = 0 (���

�
�) �
� σ ≡ 0.

��
��� [5],[7] ��� [11] ���.

�� Hermite������, ����
��	�������������

��������� (
��� [5], [6]).

�� 20.1.2 
 Ω �� � 2 ��������, Γ ⊂ Aut(Ω) ������

�, X := Ω/Γ . 
 g � X ��	� Kähler ��, (N, h) �� Griffiths ���
�

���� Hermite ��. 	�, ����
���� f : X → N ���
 —— �

����������. � (N, h) � Kähler ��, � f ���
��.

Hermite�������	��������� Matsushima[12] ������

� X = Ω/Γ (Ω ������ � 2)���	�����: X ��� Betti� b1(X)

���� 0. �	�,

 b1(X) �= 0,�������� 1���� ν ∈ Γ (X,ΩX).

	�, g + 2Re(ν ⊗ ν) � X �
�����	��� Kähler ��. � Hermite �

�����
�
√−1ν ∧ ν = (λ− 1)ωg,�� ωg � (X, g)� Kähler��,� λ > 1

���. ��,
√−1ν ∧ ν ��� (1, 1)��,� (λ− 1)ωg ����,������,

�� ν ∈ Γ (X,ΩX) ����. ����������������	�����

X := Ω/Γ ��������� 1 ��� ν �= 0 (������
� ν ����).


���, Hermite ����������� ∂∂ Bochner-Kodaira�� [3] ���,

��������� X = Ω/Γ �����������
�� (
��� [13]).

��� (N, hN ) ����������. �	�, �����
�������


��	����� F : (Ω , gΩ ) → (N, hN )�������,��
�� gΩ + f∗hN
� (1,1)���
�����	��� Kähler��,	��� Hermite�����

��� F �����
��. �� (N, hN ) �����������

���

� Kähler �� (N, hN ) �
�����
��
� [13].

��, �������
; Matsushima[12] �������� Margulis[14] ��
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	��	�, ������ Hermite ����������������� Mok-

Siu-Yeung[15] ������������
�. ��, ���� Hermite ����

��������������, ���� Kähler �� Hermite �������

�����. � 20.2 ����������������, ��� Finsler ���

� Hermite ��, 	�

�������
���.

������� [16]Finsler ������ [16].

�� 20.1.3 
 Ω �� � 2 �������, Γ ⊂ Aut(Ω) �������,

X := Ω/Γ , �� g �� X ��	� Kähler-Einstein ��. 
 h � X �
���

����� Finsler ��. 	�, ����� λ, �
��������� η ∈ TX ,

�� ‖η‖h = λ‖η‖g.
�� Finsler ��������

���������	� [16].

�� 20.1.4 
 Ω �� � 2 �����������������, Γ ⊂
Aut(Ω)�������,� X := Ω/Γ ������. 
 Z ����� h� Z �


�������� Finsler ��, � f : X → Z ���
����. 	�, f ��

����������, � dimC(f(X)) = dimC(X).


 Ω ���������, � r�� rank(Ω),��M(Ω) ⊂ PT (Ω)����

< r ���������, M(X) ⊂ PT (X) ��M(Ω) � Γ �������. �

� Ω �������

, ��� M0(Ω) ⊂ PT0(Ω) ��� (��������

�) �

. �� Finsler ������������������� � 2 ���

������������ X �, 	�
���� [η] ∈ M(Ω) �� df(η) �= 0 �

��. 

 dimC(f(X)) < dimC(X), �� X ���� x, �� Sx := f−1(f(x)) �

���� s := dimC(X) − dimC(f(X)) > 0 ����, �� PTx(Sx) ∩Mx(X) = ∅.



 Ω ����, � s � 2, � PTx(Sx) ����� Mx(X) ⊂ PTx(X) ����

���. 
���, � s = 1 ���� [16] ��� Sx �����
����, ��

����
������� X ���������
���, ��������

������� Sx, ������, 	�
��� 20.1.4���.

20.2 	������������
����

������ Ω = G/K �����
��, 	�������
����

�� Γ ⊂ G ���� G = Aut0(Ω) ����� G/H (H ⊂ G ����) ���

��. �	�, � Finsler ������ (��� 20.1.3) �����, �
���

������ SΩ �������� G/H , ���� X = Γ\Ω = Γ\G/K ��
����� SX = Γ\SΩ ���	������������	, ���	���

� Γ � G/H �	���, ������ Moore 	������	�	�. ��
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��, ���� 20.1.1 ������������, ����� SΩ ������

��� G/H , �� H ⊂ G � G = Aut0(Ω) ��������. ��� (1,1) �

� θ = −c1(L, ĝ) �� Kerθ � SΩ ����������� NΩ , ���	���

��
��� Ω ��
��
���� (��
��� [11]). NΩ 
�� X ��

���� N := Γ\S, ��� 20.1.1 �������������� Finsler ��

h � N ����	 Λ ����
�� ĝ ��
, � h|Λ = λ(Λ)ĝ|Λ. ���� N
� S �������������� Γ ⊂ G � SΩ = G/H ��������.

Moore 	����� Γ � SΩ ����	��, ��
� λ(Λ) ��� λ ���.

����	�	��������
��	���, ���
�������

��������������	. ���	��

�	�������.

�� 20.2.1 
 (X, µ) �� σ ������, � G ���� X ����

�� µ ����. ��
�, � X �� µ ���� S ⊂ X ��� γ ∈ G, ��

µ(γ(S)) = µ(S) ��. G � (X, µ) ��������	��, ������ G �

���� S ⊂ X ��	� µ(S) = 0 � µ(X − S) = 0.

	����������		. 
 (X,B) �� Borel ��, � B � X ��

�� σ ��. � (X,B) ������ µ � ν �������, �� µ ∼ ν, �

��� µ(E) = 0 ��� ν(E) = 0 (E ∈ B). �� (X,B) ���� µ ����

{µ} ������. 
 G ���� (X,B) �����, ���� γ ∈ G ���

E ∈ B, µ(E) = 0 ���� µ(γ(E)) = 0, � µ ���� G ���������,

G ������ (X,B, {µ})�����, �	� (X, {µ}) �����. 

, � G

����	��, H ⊂ G ������, ��� X := G/H ��������� µ

��� X ������� {µ}, ����� B ����� X ��������

σ ��. G �� Haar �� dλG; ��� dλG � G ��������. ����,

X = G/H 
���� G�����������.

,� G = SU(1, 1)�, G�

���� Möbius �������� P1 �, ���	 S1 = ∂∆ � G �����.


 H ⊂ G ���� b ∈ S1 �

��, � S1 = G/H , � S1 = ∂∆ � Möbius �

�������������, � S1 ���� dθ ��� Möbius ������.


 G ���� (X, B, {µ}) �����, � B � G ������, ����

γ ∈ G, ��� {γ∗µ} ������ {µ}. ��� G �������	��, ��

���� G ������ S ⊂ X ��	� µ(S) = 0 � µ(X − S) = 0. ����

S ⊂ X �����, ������� γ ∈ G, γ(S)− S � S − γ(S)�� µ ����

���. ��,� µ������� ν �
��,��	�����������.

���	�� G � Haar �� dλG ����������, �������

�� Γ ⊂ G, dλG ���� Γ \ G �
������ dλΓ\G. Γ ⊂ G �����

�, ���� (Γ \G, dλΓ\G) 
�����.
 G = G1 × · · · ×Gk �������
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	�� Gi, 1 � i � k, ���.

 G��������

���	�����

G′ ×G′′ , �� Γ ���������� (normal subgroup of finite index) Γ0 ⊂ Γ

�
 Γ0 = Γ ′ × Γ ′′, Γ ′ ⊂ G′, Γ ′′ ⊂ G′′ ������, 	�, Γ ⊂ G ������

��, ��, Γ ⊂ G��������� (���������, 
��� [17]). �

�	�����������
����, 	�������
��������

����� Γ ⊂ G � Moore 	��� (
��� [18], Theorem 2.2.6, � 19 �]).

�� 20.2.1(Moore	���) 
 G = G1 × · · · ×Gk �������	��
Gi(1 � i � k) ���, � Γ ⊂ G ���������. 
 H ⊂ G ������,

�������� Γ \G ���� H ��. 	�, ��� H � Γ \G �����
	���, ���� H �����.

�������	�����������
�	������ (
���

[18], Corollary 2.2.3,� 18 �).

�� 20.2.1 
 G �����	��, � S1, S2 ⊂ G � G ����. 	�,

� G/S2 ��������� S1 ���	���, ����� S1 \G �����
���� S2 ���	���.

�� Moore 	��� (��� 20.2.1) �
� 20.2.1, 
���������


�	�.

�� 20.2.1 
 G = G1 × · · · ×Gk �������	�� Gi(1 � i � k) �

��, Γ ⊂ G � G ��������, � H ⊂ G �����. 	�, � G/H ��

������� Γ ���	���, ���� H ⊂ G �����.

����	��������	�������������� (
���

[18]), ��
������������������������.

�� 20.2.2 
 G = G1 × · · · ×Gk �������	�� Gi(1 � i � k) �

��, H ⊂ G �������, Γ ⊂ G ��������. 	�, �������


��� E ⊂ G/H ,�
���� gH ∈ G/H −E, gH � Γ ���������

ΓgH ⊂ G/H ������.


 Ω �� � 2 ��������, Γ ⊂ Aut(Ω) ������� X := Ω/Γ ,

��� 20.1.1 ��	��� Hermite ������, � X �
 (Griffiths ���)

����� Hermite ������, 	����� X ����������. 



 (N, h) �
��������� Kähler ��, g � X �� Kähler-Einstein �

�, f : X → N ���
����, 	�, f �����
��, ���
����

��������. �
��,
� (N, h)��������	����� Kähler

��, 	� f : X → N ���	
��� F : Ω → Ñ ������. �	�, ��

	
 (Ñ , h̃)� Cartan-Hadamard��,��,��������
�������

�.
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���� X = Ω/Γ ����������, �� 20.1.2 ��������

Ω ′ ���� N = Ω ′/Γ ′,�����
����� D ����. ��,�����

���� D ���� Aut(D) ��� Kähler ��, ���	������ 20.1.2

�����������	. ��, �� 20.1.2 ��� Kähler ��������

Hermite �������. ��, � f : (X, g) → (N, h) �������
�� (�

� g ������ c · g �
�), ���� f �������, ��������

��, �����. 

����

 (N, h) ��� Kähler ����
����

��	��, F : Ω → Ñ ������, �� F �����
�. ��� 20.1.2

�����������, Hermite� Kähler�����������
. 	��

����,�� Stein������� D ���
����� Carathéodory��,

���� Aut(D) ���� Finsler ��, ������ Finsler ������ (�

�� 20.1.3). ��������, �	��������������.

�� 20.2.2 
 Ω �� � 2 ��������, Γ ⊂ Aut(Ω) ������

� X := Ω/Γ . 
 D ��� Stein �������, Φ ⊂ Aut(D) �������,

N := D/Φ. 
 f : X → N ���
����, F : Ω → D �����	
���

��. 	�, F : Ω → D �����
�.

�� 20.1.3 �����
�������� Finsler ��. ��, �� 20.2.2

�������������� Finsler ������. 

� g �� X ��

Kähler-Einstein ��, �� h � N �� D � Carathéodory���
��	��

Finsler ��, � [α] ∈ SX ���� (� α � X ����������), 	�, �

�� 20.1.3 
� ‖df(α)‖h = c‖α‖g. �� c ���� α ������. ��
,

df(α) �= 0. 
�� f : X → N �����, ��������� (1, 0) �� η �

� df(η) �= 0. ��, ����, Finsler ������������ [η] /∈ SX . ��

�� df(η) �= 0, �	��� Carathéodory������, ����������

���
������ (extremal bounded holomorphic function) ���.

������ M �� H(M) �����	 M ���	� ∆ �����

f : M → ∆ ������. κ(M) �� Carathéodory��� κ(M) ������


x ∈ M,η ∈ Tx(M), �� ds2∆ ����	� ∆ �� Poincaré�� 2Re
|dz|2

(1 − |z|2)2 ,

�

‖η‖κ(M) = sup
{‖dh(η)‖ds2∆

∣∣h ∈ H(M)
}
.

�� Montel ��, ��� η �� s = sη ∈ H(M) �


‖η‖κ(M) = ‖ds(η)‖ds2∆ .

�� s ���� η � Carathéodory �
������. 
�������	�
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PTM ����� L�
������ e,�� ‖e‖2
κ(M) = h0 = eϕ ������ h0

� ϕ,	�,� Cauchy�� h0�������� Lipschitz��. �� − log(1−|z|2)
�������,�� ϕ��������,�� ϕ : M → R∪{−∞}�����.

κ(M) ���� (curvature current) Ωκ(M) �

Ωκ(M) =
√−1∂∂ log eϕ =

√−1∂∂ϕ

��, �� κ(M) � M ���
�������� Finsler ��.


������ 20.2.2 ��� � 2 ��������� Ω �������

Γ ⊂ Aut(Ω). 
 Γ �� γ(h) = h ◦ γ ��� H(Ω) �. 
 G ⊂ H(Ω) �� Γ ��

�������. � H(Ω) ��	
�����������������, �



�������� G ⊂ H(Ω) ����. �� κ(G) ���

‖η‖κ(G) = sup
{‖dh(η)‖ds2∆ |h ∈ G}

�������, � κ(G) � Ω �
��������� Finsler ��. h ∈ G �
��� η � κ(G) �
 (����) ��, ���� ‖η‖κ(G) = ‖dh(η)‖ds2∆ . ��

G ⊂ H(M) �����

, �� Montel ��, ��� η ∈ TΩ ������ η �

κ(G) �
��.

������ 20.2.2� f : X → N �������,�	� Ω �
 G = F :=

F ∗H(D). �� F ���� Γ ���, F ��� Γ ������. �� s ∈ F �
��� s = h ◦ F, h ∈ H(D). 

 {si}� Ω ����������� s ∈ F ,	�

si = hi ◦ F � hi ����������������������� h ∈ H(D).

��, � Ω ����� κ(F) �
��. � r � rank(Ω). 
 x ∈ Ω , η ∈ Tx(Ω) �

����. ����� x����	� P ,� P ⊂ Ω ������ r ��	� ∆r

���
����, �
 η ∈ Tx(P ). � (z1, · · · , zr) �� P ������
	�,

x = (x1, · · · , xr), η = η1
∂

∂z1
+ · · ·+ ηr

∂

∂zr
,��

 η1 �= 0. 
 s ∈ F . 	�,���

h ∈ H(D)�
 s = h ◦ F ,�� ds(η) = dh
(
dF (η)

)
. 
� f : Ω → N ������,

� F : Ω → D������,	�,�� x ∈ Ω , η ∈ Tx(Ω), η �= 0� dF (η) = 0,��

ds(η) = 0. 
����� s ∈ F �
��� (z2, · · · , zr) ∈ P ′ ∼= ∆r−1;P := ∆× P ′,

��

(�) s(x1, z2, · · · , zr) = s(x1, · · · , xr),
� s : P → ∆ ����� π : P → P ′ �� x1 ���� π

−1(x1) = {x1} × P ′ ��

��, 	�

ds(η) = ds
(
η1

∂

∂z1

)
= η1

∂s

∂z1
(x).
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(�)
∂s

∂z1
(x) �= 0

����������. �����
 κ(F)�
�� s ∈ F 	���
����
�� (�) � (�).


	�(�), ���� Finsler ���� (��� 20.1.3) ���. ����	�

P = ∆ × P ′ �, ���
∂

∂z1
���

∥∥∥∥ ∂

∂z1

∥∥∥∥
κ(F)

� π : P → P ′ ��� {x1} × P ′ �

���� 20.1.3 ������ λ(x1). ��� α(z) ���� z ∈ P ����
∂

∂z1
.

��

 x = 0. 
 s��� α(0) =
∂

∂z1
� κ(F)�
��. 	�,� z = (0, z′)�

‖α(z)‖κ(F) � ‖ds(α(z)
)‖ds2∆

=
|ds(α(z)

)|
1 − |s(z)|2 := eψ(z′);

‖α(0)‖κ(F) =
|ds(α(0)

)|
1 − |s(0)|2 = |ds(α(0)

)| = eψ(0).

��� 20.1.3
� ‖α(z)‖κ(F) = ‖α(0, z′)‖κ(F) � z′ ∈ P ′ ��, ��������

ψ(z′) � 0 ∈ P ′ �
��
, 	��� ψ(z′) ������. ��,

ψ(z′) = log |ds(α(0, z′)
)| − log

(
1 − |s(0, z′)|2)

����������,��
������� ν(z′) := − log
(
1− |s(0, z′)|2) ��

������. �� s(0) = 0, �� 0 ∈ P ′ �������� ν ����, �� ν

�����
��. � s(0, z′) = s(0) = 0, 	�	���� (�).


���� 20.2.2,�
�
��
�� F : Ω → D ������. ����

��� F : Ω → D �������
�, �	���� (�), 
��� s ∈ F �


(��) s(z1, · · · , zr) = s0(z1),

� s ∈ F ����	� P ��� π : P → ∆���� ∆������. ���	


�

(��) s0 : ∆ → C ����.


���

��	� (��)� (��)� s ∈ F ,����� F : Ω → D����.


 x � y � Ω �������, � x �= y. ������	� P ⊂ Ω , P = ∆× P ′,

�
 x� y ��� P �,�� π(x) �= π(y). �� s ∈ F ������� s = h ◦ F ,

�� h ∈ H(D). 
� F : Ω → D �����, 	�, ���� x �= y �


F (x) = F (y), ����� s ∈ F , s(x) = h
(
F (x)

)
= h

(
F (y)

)
= s(y), ��
���,

���	��� F : Ω → D ������.
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�� (��) � (��) ���������

.
����,�	
������

�, ��������������
������ s 	��� (��), �����

���	� P = ∆ × P ′ �	� s(z1, · · · , zr) = s0(z1). 
����, �	
���

������������	�
�	��� (��) ����� σ ∈ F . ����

��	���, 
�	���� Moore	��� (��� 20.2.1)���	�.

����
����������	� (��) ��
��,���� κ(F) �


�� s��	� (��)���,� s(0, z2, · · · , zn)� z′ = (z2, · · · , zn)����	. �

���, �� ν(z′) = − log
(
1 − |s(0, z′)|2) ���������. �� s(0) = 0,−ν

� 0 ∈ P ′ 
��
,�����
�� ν ����
��,���� z′ ∈ P ′, ��

s(0, z′) = 0. ���������������. �� ν(z′) ������, ��

0 =
√−1∂∂ν = π∗ (√−1∂∂(− log(1 − |z|2))) = π∗ω∆,

�� ω∆ =
√−1∂∂

(− log(1 − |z|2)) ���	� ∆ �� Poincaré ��� Kähler

��. � π∗ω∆ = 0 � ω∆ > 0 �� π|{z1}×P ′ ��
�����. �	
� s

	������ (��), �
���� z1 ∈ ∆, s|{z1}×P ′ ���
��. 
���

�, �������������
����������� γ ⊂ ∆, �
���

z1 ∈ γ, s|{z1}×P ′ ���
��. ��
 γ �� 0 ������� ε � Poincaré�


	 (geodesic circle). 
��	
������������ α �������

e(F),������������� S = SΩ ����� L|S ���� Hermite�

�. 
 α � x ∈ Ω � (��) ������, � α ����	� Dα �	.

�� ‖α‖e(F)
�. 
 s ∈ F . �	�Dα�
 Ψ : Dα
∼= ∆�������,�

� Ψ(x) = 0. �� Ψ �� Dα ��	� (r, θ), � ∂Bα(x; ε) ���	 r = δ, δ > 0.

�� ∆ �� Möbius ��
��������� ϕθ ∈ Aut(Dα), θ ∈ [0, 2π], ϕ0 =

ϕ2π, �
 ϕθ(x) ∈ ∂Bα(x, ε), ϕθ(x) ����� θ. �� αθ := dϕθ(α) ∈ Ty(Dα), �

� y = ϕθ(x) ��	�� (δ, θ), ����

‖α‖s :=
1
2π

∫2π

0

‖ds(αθ)‖dθ;

‖α‖e(F) := sup {‖α‖s : s ∈ F} .
�� e(F) �� L|S �� Hermite ������
�����. 	������

�� e(F) ����� N ��	�
��������, ��
�������

��, 
� e(F) ����� Lipschitz ���
��	 Finsler ���� (���

20.1.3)���������, ����� Γ ⊂ Aut(Ω) ���� (� X := Ω/Γ �

���������) ������
� e(F) = λ · ĝ|S ���, �� ĝ �� L �

� Kähler-Einstein ��
��	� Hermite ��, � λ �����. �����
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� N ����	����, ������ Moore 	����	� (��
���

[19]).

������ e(F) � N � (��) �	 Λ �
�����. Λ ⊂ SΩ ���

Ω ����
���� ∆ × Ω ′ ⊂ Ω ���� {x1} × Ω ′ = Λ0, �� x1 ∈ ∆ ��

��. ��� ∆ × Ω ′ ������� e(F)|Λ �������. �	�, � (z1, z′)

�� ∆ × Ω ′ �����
	�, � α = λ
∂

∂z1
�� x = (x1, x

′) �����	�

∆ �	�����, � α̃ ��� Λ0 ���
��� λ
∂

∂z1
, ‖α̃‖e(F) = eu‖α̃‖g (�

� ‖α̃‖g ���� c), 	�, ���� e(F) ����	� P = ∆ × P ′ �����

���� ∆ × Ω ′, P ′ ⊂ Ω ′, �� Λ0 � ‖α̃‖e(F) = sup{‖α̃‖s|s ∈ F}. � s ∈ F �

���, ‖α̃‖s � Λ0 ����
�
, ����� ‖α̃‖s =
1
2π

∫2π

0

‖ds(α̃θ)‖dθ, ��

α̃θ = αθ(z′), � z′ = x′ � αθ(x′) = αθ ������� ϕθ(x) ∈ ∂Bα(x; ε) ���

�, � α̃θ = αθ(z′) � {ϕθ(x)} × Ω ′ ���
���. �� ‖α̃‖s = eϕ, ‖α̃θ‖s = euθ

�� Λ0 ���� ϕ � uθ, 	�, eϕ � euθ � Λ0 ��� Lipschitz ��,

ϕ = log ‖α̃‖s = log
(

1
2π

∫2π

0

euθdθ
)

���� e(F)������������
� (
��� [19], (3.3), Lemma 4,�

17 �).

�� 20.2.3 
 U ⊂ Cn ���, a, b ∈ R, a < b. 
 u : [a, b]× U → R ���

��, � ut(z) � u(t, z), a � t � b, �

��� t ∈ [a, b], ut : U → R �����

���. 
 c > 0 ���� eϕ = c

∫ b
a

eutdt ������ ϕ : U → R. 	�, ϕ ��

�����, ���� (1,1) ���

eϕ
√−1∂∂ϕ �

∫ b
a

eut
√−1∂∂utdt.

���	��� uθ ��� −∞�,�
�
� 20.2.1�����	�����	

��
���, 

, uθ ���
1
2
(
log ‖ds(α̃θ)‖2 + δ

)
	
�, �� δ > 0 ���.


� 20.2.3������Gauss��,��	
���� 20.1�������

���������,���������
����� Hermite���� h1+h2

��
�����. 
� 20.2.3 � eϕ ���

���� Hermite ��, ���

���

�

���, ���������������. 
��
√−1∂∂ϕ�
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������ Gauss �������
� (L, h1 + h2) ↪→ (L, h1) ⊕ (L, h2) ��


������
���. 	��������, 
� 20.2.1����	�����

��������
��	�
 Ω ⊂ Cn ���, u1, u2 : Ω → R��� (1,1)��,

���

(eu1 + eu2)
√−1∂∂ log(eu1 + eu2)

= eu1
√−1∂∂u1 + eu2

√−1∂∂u2 +
eu1+u2

eu1 + eu2

√−1(∂u1 − ∂u2) ∧ (∂u1 − ∂u2).

��
� 20.2.3 ���������. ���	����	� P = ∆ × P ′ ��

��� α ∈ Tx ���, ��� α ��� x ∈ P ∼= ∆ × P ′, x = (x1, x
′), ��

α ∈ Tx(∆ × {x′}).
�� 20.2.1 
 α ∈ Tx ���������, s ∈ F = F ∗H(D) ����

α � e(F) �
������. 
 P = ∆ × P ′ �� α �������	�, ��

z = (z1, z′) = (z1, z2, · · · , zn) �� P ����
	�. 	�, �� s0 : ∆ → ∆ �


s(z, z′) = s0(z).

�� � x = (x1, x
′) �� α ���, � α ∈ Tx(Ω). �� L|SΩ 
����

�, ��,�� Finsler ����, �� e(F) � π : P → ∆�������, ���

�	� (�) �������, 	��� ϕ = log ‖α̃(x1, z
′)‖s � {x1} × P ′ ����

�, ����
� 20.2.3���

0 = eϕ
√−1∂∂ϕ � 1

2

∫ 2π

0

euθ
√−1∂∂uθdθ,

�� uθ = log ‖α̃θ(x1, z
′)‖ds2∆

, 0 � θ � 2π, ����� θ ∈ [0, 2π),
√−1∂∂uθ = 0. �

�
√−1∂∂uθ = s∗θω∆+2π[Z(sθ)] � s∗θω∆,�� [Z(sθ)]� sθ ����,��,���

sθ ����
��,�� y1� Poincaré�
	 ∂B(y1; ε)� sy1(z′) := s(y1, z′)��

���,������� s(z1, z′)� z′ ��,� s(z) = s(z1, z′) = s(z1), s0 : ∆ → ∆,

����.

���
 20.2.1 (��) 
�	�. 
���� 20.2.2 ���, ���	� (��),

��� σ ∈ F �
 σ(z1, z′) = σ0(z1) �� σ0 ����. ��, �		�
 20.2.1

��, 	 s ∈ F ��� σ. ����
 x1 = 0 �
 ε > 0 
���
 λ :=

s′0(0) �= 0, �	����
1
2π

∫2π

0

e−iθs(eiθz1)dθ = λz1 
� s0 � 0 ������.

�������� s(z1, z′) =
1
2π

∫2π

0

e−iθs(eiθz1, z
′)dθ. P ��������
�

Aut0(P ) ∼= (
Aut(∆)

)r
���
�
� Aut0(Ω) := G �����, ������

� Φ : Aut0(P ) ↪→ G. ��� ρθ ∈ Aut0(P ) ��� ρθ(z1, z′) =
(
eiθz1, z

′) , θ ∈ R,
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�������, �� τθ = Φ(ρθ) �� ρθ ∈ Aut0(P ) � P � Ω ���. ��

������	 s ◦ τθ, 0 � θ � 2π, �
�������

���� σ, σ|P 	
� σ(z1, z′) = σ0(z1), σ′

0(z1) = λ �= 0. �����
��
��� σ ∈ F . ��

F ⊂ H(Ω) ����, ���������� τθ ∈ Aut(Ω) �
 s ◦ τθ ∈ F . ��	

F �����, ������� γ ∈ Γ , �� s ◦ γ ∈ F . �� s(z1, z′) = s0(z1), �

������� H ⊂ G �
��� η ∈ H, s ◦ η|P ≡ s|P . �� η ∈ H ����

η(P ) = P , �� η(z1, z′) = (z1, η′(z′)), η′ ∈ Aut(P ′). ����	

�
���


��� (
��� [11], (2.4), Lemma 3, � 226 �).

�� 20.2.4 
 θ ∈ [0, 2π), �

��� γi ∈ Γ �
 γiH ��� τ−θH ∈
G/H . 	�, s ◦ γ−1

i

∣∣∣
P
��� s ◦ τθ, � s(γ−1

i (z1; z′)) � P ����������

�� s(eiθzi, z).


������� 20.2.2(
���)���. ��Moore	���, Γ � G/H

����	��, ���	� 20.2.1��������
��� E ⊂ G, �
��

� ξ ∈ G − E0, ����� γi ∈ Γ �
 γiH ��� ξH , ����	�����

����
��� E0 ⊂ G, �
��� ζ ∈ G − E, ������������

� Aζ (� ζ ��) �� θ ∈ [0, 2π) ��, ����� γi = γi,θ �
 γiH ���

τ−θζH . � Pζ �� ζ(P ), Hζ �� ζHζ−1,	�� ζ /∈ E ������� Pζ � Hζ

��
�	� (��) � (��) ������� σ ∈ F , ��� Pζ ����
	���

σ(z1, z′) = σ0(zn), σ0(z1) = λz1, λ �= 0. 
�� F : Ω → D ���
������

���	�����, ��, �
���
�����	� Pζ (� ζ ∈ E) ���

��������� σ ∈ F . �� Finsler����,� ζ /∈ E ��
��� λ �= 0.

��, ��
�� Pζ ��
��
����	�����

��	��� (��)

� (��) ��� σ ∈ F , ���	
��
������.


��� 20.2.2 ��		�� � 2 ����� Ω �������� Γ ⊂
Aut(Ω) ������� (
��� [19], Theorem 1′), ������������

���. �����	����� f : X → Z ��� Margulis[14] ������

Γ ⊂ Aut(Ω) �������, ��
�����.

�� 20.2.3 
 Ω �� � 2 �����, Γ ⊂ Aut(Ω) ���������

�. 
 Z ������, f : X → Z ���	�����. 	�, �� Z ����

π1(Z) ����, �� f : X → Z ������	
��.

20.3 ���������
�����������


����	� ∆ �����������
	���
��. ��
���


������ Fatou 
� (
��� [20]).
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�� 20.3.1 
 f ���	� ∆ �������. 	�, ��� Lebesgue

�������� E ⊂ [0, 2π), �
����� θ ∈ [0, 2π) − E, lim
r→1

:= f∗(eiθ) �

�, �� f �� eiθ ���
��. 
�, ���	 ∂∆ ��� f∗(ζ), ζ = eiθ, ��

���
�������
��, ���� z ∈ ∆ �� Cauchy ����

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f∗(ζ)
ζ − z

dζ.

�
��, Fatou
���������������� u,�� Cauchy��

����� Poisson � P (z; eiθ) ����� u(z) =
1
2π

∫2π

0

P (z; eiθ)u∗(eiθ)dθ �


�. ��� Fatou 
����, ���
�������. ��� d(·, ·) ����
	� ∆ �� Poincaré �������. 
 θ ∈ [0, 2π), �	��� zi ∈ ∆ �	


��� eiθ ��������� ri, 0 < ri < 1, lim
i→∞

ri = 1, �
 d(zi, rieiθ) < A. 	

�,���� Lebesgue������ E′ ⊂ [0, 2π),�
����	
��� eiθ �

�� zi ∈ ∆, �� f(zi) �����. ��, f(zi) ������ (zi) ��
��,

�������
��. ���� f∗(eiθ)��������������, ���

	
��.

�������� Ω �����������������
��. ���

������	� Poisson �	 ∆u = 0 ������	��, �� ∆ ��� Ω

� Bergman �� ds2Ω � Laplace-Beltrami �� (
��� [21]). � Ω ����

����� (���� Kähler ����
��) u ��, u � Poisson �����

�
� Shilov ����
�	
��
 u∗ 
��
, 

�	� ∆n ����

������ Poisson ������
� Poisson � P (z; ζ) 
��
, �� z =

(z1, · · · , zn) ∈ ∆n, ζ = (ζ1, · · · , ζn) ∈ (∂∆)n, �� P (z; ζ) := P (z1; ζ1) · · ·P (zn; ζn);

P (zi; ζi) ���	��� Poisson �. �� (∂∆)n ∼= (S1)n ���	� ∆n ���

��, ��� ∆n � Shilov ��. ����, �
� Harish-Chandra
�����

�� Ω �
����, 	� ∂Ω �������� (non-intersecting)����, �

���� (boundary component, 
��� [22]), � Sh(Ω) ����������

�. �������� Ω ��������� u, ��
������ Π ��, u

� Sh(Ω) ����
 u∗ ���	� Π ��� ∂Π �, ��
� Poisson ���

��� u � Π ��
������
, 	�
��������� Fatou 
��

��� Poisson������ (
��� [23]).

���������� [9] ��������������
������

���������
. ���������� 2 �������� Ω ���

��
������, ���������
 F : Ω ∼= D � CN �
����
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��� Harish-Chandra 
�, ���������� F � Ω ��
��
��

������
���. ����
����� [8] ��� Ω ��������

�
�. �
��, ���
�� 20.2 ����������������
�

������. �	�, ������������������ f : X → X ′

� f∗ : π1(X) → π1(X ′) ������������	
����������

F : Ω → Ω ′. ������ [7] ����������������������

����
	, ����� 1993 �	���
	 [8], ��
�.

�� 20.3.1[8] 
 Ω �� r � 2���������, Ω ���� r′ ���

���.
 r′ � r,�
 F : Ω → Ω ′�������. 	�, r′ = r,�� F : Ω → Ω ′

���

�.

�� 20.3.1 �������������������
��������

����	���. ��, ��� [24] ���
����� Fano ��� VMRT �

��� (
�� 20.4 ��� 20.5 �) ���	, ������� Kähler ���

���� (
�� 20.6 �). 
�, ���������
����������

20.2�����
��� 20.2.2��������, 	�
������ (
��

� [25]). ����	�������
�������������,����	


���
������.

����	�� D(p, q) �
, �������� f : D(p, q) → D(p′, q′), �

� D(p, q) �	� I − ZZ
T
> 0 �� (p× q) �� Z ���, �� r := min(p, q) �

min(p′, q′) := r′, � D(p, q) ���� r,D(p′, q′) ���� r′, �� r′ � r. 
 α

� D(p, q) ���������, α ∈ Tx(Ω). �� D(p, q) ���� (p × q) ��

M(p, q) ��������
�������, ��	� TD(p,q) �� M(p, q) ��

��
	������ D(p, q) ×M(p, q), 	�, ���� η ∈ Tx(Ω) �����

���������� (p × q) �� η ∈ M(p, q) ���� 1. �� x ∈ D(p, q) �

��� Aut(D(p, q)) ������������� 0 ∈ D(p, q), �������

�� α ∈ S̃0 ��� 0 ��

������������ λ
∂

∂z11
, �� λ �= 0,

(zij)1�i�p,1�j�q � (p × q) �� Z ���. 	�, �� D(p, q) ��� (��
)

����� ∆ × D(p − 1, q − 1). �� (z1, z′), z1 ∈ ∆, z′ ∈ D(p − 1, q − 1) ��

∆×D(p−1, q−1)��,�
������� F |∆×D(p−1,q−1) : ∆×D(p−1, q−1) →
D(p′, q′). ��	� ∆ �� Fatou 
��
��������� ∆ × D 	��

		.

�� 20.3.2 
 D ⊂ CN ����
������, h : ∆ ×D → C ���

����. 	�, ��������� E ⊂ [0, 2π), �
���� θ ∈ [0, 2π) − E,

��	������������ h∗ζ : D → C, ζ = eiθ. 
 zi ∈ D ����	
�
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�� ζ = eiθ ���, �� hi : D → C ���� h(zi, ·), 	�, hi �������

���� h∗ζ . 
�, ��� (z, w) ∈ ∆ ×D ��

h(z, w) =
1

2πi

∫
∂∆

h∗(ζ, w)
dζ
ζ − z

,

�� h∗(ζ, w) := h∗ζ(w).

�� 
�����	��	�� Fatou
������� w � Cauchy �

�
��	. 
 (wk)� D �����. ����	��� Fatou
������

��
��� Ek ⊂ [0, 2π),�
��� ζ = eiθ, θ ∈ [0, 2π)−E, ����
 h∗ζ,k 	

����
���� zi ∈ ∆����	
��� ζ = eiθ ���,� h(zi, wk) ��

��� h∗ζ,k. �� E :=
∞⋃
k=1

Ek. � θ �∈ E �, �� h∗ζ(wk) := h∗ζ,k. 
 w ∈ D ��

���
 ε > 0 �
���
� B(w, ε) � D. ������� w = (wi, · · · , wn)

� Cauchy ��, � wk ∈ B(w, ε) ��� |h(z, w) − h(z, wk)| � C‖w − wk‖, ���
� C � k � z ∈ ∆ ��, ������ (h(zi, w)) ��� Cauchy ��. ����

�������	
��� ζ ��� (zi)��
��.�� h∗ζ(w) �����,	

Montel�������� w � Cauchy��
� h∗ζ : D → C� (��) ����.

Cauchy��������	�� Fatou 
�, ��
���.

�������� F : D(p, q) → D(p′, q′), ����	�� F |∆×D(p−1,q−1) :

∆ ×D(p− 1, q − 1) → D(p′, q′), F (z, z′) = (fk
(z, z′))1�k�p′,1�
�q′ . ��� F ��

��	��. ��
� 20.3.2, ��
�� ζ ∈ ∂∆, ����	
�� F ∗
ζ (z′). �

� F ∗
ζ : D(p− 1, q− 1) →M(p′, q′) ∼= Cp

′,q′ ��� F ∗
zi

= F (zi, ·) : D(p− 1, q− 1) →
D(p′, q′) ���� F �����, �� F ∗

ζ : D(p − 1, q − 1) → ∂D(p′, q′). �� F ∗
ζ

�����
� D(p′, q′) ������ Πζ �. 
 β0 ∈ T0(D(p − 1, q − 1)), ��

β ��� M(p, q) ���
�� β(0) = β0. 	�, ∂βfk
 := fk
,β � Cauchy ���

������. ��
��� ζ ∈ ∂∆ ��� fk
,β(·, z′) ��	
�� f∗
k
,β,ζ(z

′).

�� F ∗
ζ : D(p − 1, q − 1) → Πζ , ��

(
f∗
k
,β,ζ(z

′)
)

1�k�p′,1�
�q′
��

�	��

TF∗
ζ (z′)(Πζ). � ∂D(p′, q′)	����� s���� Ψs �

{
diag

(
eiθ1 , · · · , eiθa

)}×
D(p′−a, q′−a),�� θ1, · · · , θa ∈ [0, 2π), 1 � a � r′ = min(p′, q′), s = r′−a,���
��� s ���� Π ��� U(p′) × U(q′) �	������� Ψs, �����

� η ∈ TF∗
ζ (z′)(Πζ) ��� � r′ − 1 ���. ���� A ∈ M(p′, q′) ������

�������
���,

, h∗ζ := f∗
11,β,ζ(z

′)f∗
22,β,ζ(z

′)− f∗
12,β,ζ(z

′)f∗
21,β,ζ(z

′)�(
f∗
k
,β,ζ(z

′)
)

1�k�p′,1�
�q′
��� (2×2)����. � h∗ζ ���,�� h∗ζ ����

��� h(z, ·) := ∂βf11(z, ·)∂βf22(z, ·)−∂βf12(z, ·)∂βf21(z, ·) : D(p−1, q−1) → C�

�	
��
. ����������������, ������� h(z, ·)� h∗ζ
���
��� ∂βF �������������������� ζ = eiθ ∈ ∂∆
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��	
��. ��������� r′ ��� h∗ζ �����, ��, ��
�

20.3.2�� Cauchy������, ������ h(z, z′) �����. ��
��

�����
 x ∈ Ω ����, ξ ∈ Tx(Ω) �� � r − 1 ���. 	�, df(ξ) ��

��
�� � r′ − 1 ���. ��� r = 2 ��� r′ � r = 2, ��� r′ = 2, ��

��������� ξ ∈ S̃x ��� dF (ξ) ∈ S̃F (x) ∪ {0}. �� F : Ω → Ω ′ ���

��, ���� x′ ∈ Ω ′, F−1(x′) ⊂ Ω �������, ���������, 	�

	� F ���� x ∈ Ω ��������,�� dfx(S̃x) ⊂ S̃F (x). ����,��

��
�����
�����	.

�� 20.3.3 
 Ω ���� r � 2 ��������, Ω ′ ������

r′ � r ������. 	�������� A ⊂ Ω (A �����), �
����

� x ∈ Ω −A, �� dFx(S̃x) ⊂ S̃F (x).

��
���������
������, 	�
�. ��������

������, 
���
�� ζ ∈ ∂∆, F ∗
ζ ����, ���� F ∗

ζ (D(p − 1, q −
1)) ⊂ Πζ ⊂ ∂D(p′, q′), �� Πζ � D(p′, q′) ����� s � r′ − 1 ����. �

�� Πζ ⊂ ∂D(p′, q′) ������� M(p′, q′) ��������, �� Πζ �

D(p′−a, q′−a) ⊂M(p′−a, q′−a)�����. ��
� 20.3.2�������


���,������� x ∈ ∆, F ({x}×D(p−1, q−1))��
�� (p′−a)(q′−a)�
�������. 
�, ��� ϕ ∈ Aut (Ω ′), �������� ϕ ◦ F . 	���,

F ({x}×D(p−1, q−1))����������� VF (x) ⊂M(p, q′)�������

��: VF (x) ��� ϕ ∈ Aut (Ω ′)�����������. ��������,�

�
����������	��� Ω ′ ���,	�
� F ({x}×D(p−1, q−1))

��
� Ω ′ ����� s � “�����” Z �, ���� ψ ∈ Aut (Ω ′) �


Z = ψ(Z0), Z0 := {0} ×D(p′ − a, q′ − a). ��

F |{x}×D(p−1,q−1) : {x} ×D(p− 1, q − 1) → Z ∼= D(p′ − a, q′ − a)

�������, �� rank (D(p − 1, q − 1)) = r − 1, rank (D(p′ − a, q′ − a)) = s �
r′ − 1 � r − 1, ��
� 20.3.3
�
��
���.


� 20.3.3 �� F : D(p, q) → D(p′, q′) ���
�������, ����

� x ∈ D(p, q) � F �������, [df ](Sx) ⊂ S′
F (x). ���� (
��� [24]),


�� [df ](Sx) ⊂ PTF (x)(Ω ′) �� S′
F (x) ����	�, � [df ](Sx) = S′

F (x) ∩
[dF ](Tx(Ω))], 
�� F (D(p, q)) ��
� Grassmann�� G(p′, q′) ������

���, �� G(p′, q′) � D(p′, q′) � Borel 

. ��, ���
� F (D(p, q)) �

�
� D(p′, q′) �����
��� B �. ���� B ���������, �

� F ∗
ζ ���
��, ����� x ∈ ∆, F |{x}×D(p−1,q−1) �����
��, ��

� F ������

���. ���� 20.4 ������ Grassmann ���
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����� Hermite���� S ��������,�� 20.5������ S �

Fano ���������������������� (minimal rational curve)

�����	�� (variety ofminimal rational tangents), ������S����

����	���� 20.2 �����������������, �� 20.6 ��

��
���
� 20.3.3 ���	�������	������������

��, 	�
��� 20.3.1 ���	��
�� (������	�����) �

����. ��������
��� 20.3.1������� Kähler�����.

�� (1) �������� Ω ��

�� S (����������

� Hermite����) ������ (characteristic submanifold)���, ��
�

Mok-Tsai[9]. �

�� S ����������, �����
��� (invari-

antly totally geodesic submanifold), ��� S ������ Kähler-Einstein ��

����
�����. ������
��� [8].

�� (2) ��� [8]���� Ω ��� Ω ′������� Henkin-Novikov[26]

���, ����������, ���������� Shilov �� Sh(Ω) ��

��
. 

�� Ω ���������� 2 �

��� rank (Ω ′) = r′ > r =

rank (Ω), ������ F : Ω → Ω ′ ��
�������������
�

�. ��� [27] ���� p � 3 �, �������� F : D(p, p − 1) → D(p, p)

�����
��; ������ Kähler ������ [8] �������
�

�����, ���� (��� 20.6 �����) ��� Cartan-Fubini ���

���������������
�. ��� [27] ��
��������

F : D(p − 1, p + 1) → D(p, p), p � 3 �������. ��, ��� [28] ���

����	�����������������. �� rank (Ω ′) − rank (Ω) �

��� (co-rank), ��������. 

, ���� [28] ������
���

���� F : D(p − a, p + a) → D(p, p) �����, �� a = O(
√
p). ��� [29]

����� Ω � Ω ′ ��� Ω ����������� 2 �, ��������

F : Ω → Ω ′ ���������. 
�, Tumanov[30] �������� Siegel �


������������.

������� 20.3.1 ����, ������
��	��������

�� ∆ × Ω ′ ���
��. ��, ������������������
�

	
��
�� (Korányi[22]) �����������	����. ��
, ��

�����
������
�������� 2 �������������

��
��� (��� 20.2.2 ��		) ��������, ��
������

(
��� [28]). ���
��� Moore	������
���
��	
��

���, �
 Fatou 
�������.

�� 20.3.4 
 Ω �� � 2 �����, Γ ⊂ Aut0(Ω) := G �����
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�����, X := Ω/Γ . 
 P ⊂ Ω ����	�, P ∼= ∆r, ��������

��� Aut0(∆n) ↪→ Aut0(Ω) = G. � H0 ⊂ Aut (∆) ���
� (transection)

ψt(z) =
z + t

1 + tz
,−1 < t < 1, �����
��, �� H �� {id∆} × diag (Hr−1

0 ),

����� diag (Hr−1
0 ) ⊂ Hr−1

0 ���� {(ψt, · · · , ψt)| − 1 < t < 1} �����
�. � S1 ����� {eiθ : θ ∈ R}, �� ϕt,θ ∈ S1 × diag (Hr−1

0 ), θ ∈ R ����

� (eiθ, ψt, · · · , ψt). 

 ΓH := {γH ∈ G/H : γ ∈ Γ} ⊂ G/H �����. 	�,

��� (�����) ��
��� A ⊂ [0, 2π), �
��� θ ∈ [0, 2π) − A, ��

�� γk ∈ Γ , tk ∈ (−1, 1), δk ∈ G, �
 γk = ϕtk,θδk �� |tk| ��� 1 � δk ��

����� idΩ .


��
�����
��� 20.2���
��� (�� 20.2.2)��		,�

	����	����� Ω ��	������. 
 F : ∆n → D � CN � Γ ��

������,������� Φ : Γ → Aut(D)�
��� γ ∈ Γ �� F (γ(z)) =

Φ(γ)(F (z)), 
�� F : ∆n → D �
�,������� h1, · · · , hn ∈ H(D), ��

γk ∈ Γ , �
 (F ◦ γk)∗hi(1 � i � n) ��	� ∆n �������������

�� λizi, �� λ1, · · · , λn �����. �� si � F ∗hi, � (F ◦ γk)∗hi = γ∗ksi. 


si ∈ F = F ∗H(D)�
 si(z1, · · · , zn)��� zi ��.�������
 i = 1��

s �� s1. ��
� 20.3.4 �����, ��

 ΓH � G/H �����. �


����
��� A ⊂ [0, 2π) ��, �� θ ∈ [0, 2π) −A ��� γk = ϕtk,θδk ∈ Γ ,

�� γ∗ks(z1, · · · , zn) = s(ϕtk,θ(δk(z))). ���� (δk) � Aut (∆) ������

� |tk| ��� 1, 
 (γk) ������

��� z ∈ ∆, ϕtk,θ(δk(z)) �	
�

�� (eiθz1, 1, · · · , 1) �� (eiθz1,−1, · · · ,−1). ��������

�� Fatou


���	
��
 s∗(z1, 1, · · · , 1) := ξ � s∗(z1,−1, · · · ,−1) := ζ ���, ��

��������� ξ � ζ ��� 0 ����������. � k 

���,

s(ϕtk,θ(δk(z)) �������
 s∗(eiθz1, 1, · · · , 1) � s∗(eiθz1,−1, · · · ,−1). ��

���� 20.3 ����	���

�
���������� F = F ∗H(D)

������� σ1(z1, · · · , zn) = λ1z1, �� λ1 �= 0. ��������� σi ∈
F = F ∗H(D)(1 � i � n), �
��	� ∆n ��� σi(z1, · · · , zn) = λizi, ��

λi �= 0, ���� Q = (q1, · · · , qn), �� q1, · · · , qn ∈ H(D), �
��� z ∈ ∆n �

� (Q ◦ F )(z1, · · · , zn) = (λ1z1, · · · , λnzn). ��, Q ◦ F : ∆n → Cn ��
�, ��

F : ∆n → D ��� (��) 
�.

20.4 ������

��������


 Ω ����������, S ���� Hermite����. S ������
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Hermite ����, � Ω ��� Borel
��
� S ����. � Ω �� � 2 �,

S ���������, �� S ��. �������� G ���������

(
��� [31]). � S �� S ���	� Ω �, ���� Ω �� S ��, ���

�� Ω ����������. ���� Grassmann���
�����
��

� S ������� (
��� [32]).


 S �� �2������ Hermite����, g � S �� Kähler-Einstein�

�, Gc � (S, g) ���������
� (identity component), K ⊂ Gc � 0 ∈ S

�

��,� S = Gc/K,� S ���� KC��,�� KC � K ���. 
��

G�� S ��������������
�, P ⊂ G�� 0 ∈ S �

��,�

S = G/P ,� KC ⊂ P �
��� P ⊂ G��� Levi��. 

, Grassmann��

G(p, q) ����� Hermite������� G(p, q) ∼= SU(p+ q)/S(U(p)×U(q)) ∼=
Gc/K 	�
, Gc = SU(p + q)/Z, �� Z ⊂ SU(p + q) ����� (��) ���,

K = S(U(p) × U(q))/Z, �� S(U(p) × U(q)) ������� 1 ��� (��
�

�	); 
���, �������� S ��� G/P , �� G = SL(p + q,C)/Z �

Gc ���, P = KC ·M−, M− �
��� P ⊂ G�
�� (unipotent radical),�

���� (p × q) �������
���������� M(p, q), KC � K �

��, ��� S(GL(p,C)× GL(q,C))/Z.

� W ������ n ������. 
 N � n ����. N ����

�� (holomorphic frame bundle) π : F(N) → N ���� x ∈ N �����

Isom(W,Tx(N))��� GL(W )�� (holomorphic principal bundle),�� Isom(·, ·)
�������������. 
 L ⊂ GL(W ) �������. �	� N �

� L ��, ��� N ������ F(N) �	�� L, ������� F(N)

�������	��� (local holomorphic fiber coordinate system), �
 F(N)

�������

� L �������. ��
�, � N ��� L ����

�������� π : F(N) → N ����� L ��� L ⊂ F(N). ���


� S = G(p, q), min(p, q) � 2. �	���� N �� G(p, q) ��, �����

	� TN �����
�� A(p) ⊗ B(q), �� A(p) � B(q) ������ p ��

� q ������. �	�, 
�� A(p) � B(q) �������	���
�

�
�� A(p) ⊗ B(q) ∼= TN �������	���, ����� A(p) ���,

����� B(q) ���, (p × q) ��� A(p) ⊗ B(q) ���, ��	�����

���� M(p, q) ���������������,�������

���

����� X → EXF,E ∈ GL(p,C), F ∈ GL(q,C) ���������� L ⊂
GL(M(p, q)). ��
�, 
� Φ : GL(p,C) × GL(q,C) → GL(M(p, q)) ∼= GL(pq,C)

��� Φ(E,F )(X) = EX(F t)−1 ��, � Φ ���������, � Φ ����

L ∼= S(GL(p,C) × GL(q,C))/µp+qI, �� µp+q ������� {λ ∈ C∗|λp+q = 1}.
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L������
 KC ⊂ P ���� γ ∈ KC → dγ(0)������ (�	� Z �

µp+qI). �������, ��� KC ����� L.

������� 2 ��� Hermite ���� S = Gc/K ����� KC �

�, ��
�. ����, ���� N ���� L �� L ⊂ F(N) �, ��	


N ��� {Uα}α∈A, �
��� α ∈ A, TN |Uα
∼= Uα × Cn, �����

� L.


�����

� TN |Uα
∼= Uα × Cn �
 TN |Uα �����	����� Uα

���	���
��	,����, TN |Uα ���	��� (w(α)
1 , · · · , w(α)

n )��

� w
(α)
1

∂

∂z
(α)
1

+ · · · + w
(α)
n

∂

∂z
(α)
n

, 	� L ��
�� L �� (flat L-structure) ��

��� L �� (integrable L-structure). � S �� L = KC, ������ Harish-

Chandra �����������������
�� Cn ��� {Uα}, �
 Uα

� Harish-Chandra 	����������

� KC. ����, �����

�� S ����� Jacobi ��. 

, �� Harish-Chandra 	�� Grassmann

�� G(p, q) ����� γ �� γ(Z) = (AZ + B)(CZ + D)−1, ��

(
A B

C D

)
∈ GL(p+ q,C), �� (p× q) �� X �� Harish-Chandra 	������, �

dγ(Z)(X) = AX(CZ +D)−1 − (AZ +B)(CZ +D)−1CX(CZ +D)−1

������ dγ(Z)(X) = M(Z)XN(Z) ���. ��
�, Jacobi ��

��

������ KC ⊂ GL(W ) ∼= GL(p+ q,C).

����, ����� 2 ������ Hermite ���� S �� S �� (�

KC ��) �
������	�����������. ��, �� S ����

�����������	. �
���� Qn(n � 3) �
, Qn �������

�� (holomorphic conformal structure). �
�
, ��� N �� Qn �����

���	
 N ��� (atlas) {Uα}α∈A, (zαi ) : Uα → Cn, �� (zαi ) �� Uα ���

�	���, �
� Uα ������� g(α) :=
∑
gαijdz

α
i ⊗ dzβj , g

α
ij = gαji, det(gαij)

�����, ����� Uαβ := Uα ∩ Uβ � g(α) � g(β) ����, � g(α) =

λαβg
(β), λαβ ∈ Γ (Uαβ ,O∗). ���� N �����������������

�������� τ : S2TN → E,�� E � N ������. 	� τ(η, η) = 0 �

���������. ������������� (N, τ) ���� (null cone)

Q̃ ⊂ TN . �������
������	, ������� g �������

� g ��������� ∇,�����
��������������. ��

��, ������� g �
�������� g′ = λg �
��, �
����

	����. ��, ��������� η ∈ Tx(N) ��, ����, 
� x �� η
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�	��
���
������������. ���
�����
�.

� Qn ����
� ι : Qn ⊂ Pn+1 ������
���� σ : S2TQn →
NQn|Pn+1, �� NQn|Pn+1 ∼= O(2) � ι �����. ��	�, (Qn, σ) ����


���� Qn ⊂ Pn+1 ���������
����.

20.5 VMRT ������


 X �����. 	 P1 � X ����
���� f : P1 → X ��


������ (parametrized rational curve). ����
����������

�� Hom(P1;X) �
����� ∼, 	 f1 ∼ f2 ������ ϕ ∈ Aut(P1) �


 f1 = f2 ◦ ϕ, � f ∈ Hom(P1;X) ���� [f ] �� X ������ (rational

curve).

X ���������, ����� X ���� x ���
� x ���

��. ��������� X �������� T �
����������

{Zt}t∈T , �
 T ���� t0 ������� (������ t ��������

�����������), �� {Zt}t∈T 	
 X ,�
⋃
t∈T

Zt = X . �������

Z ⊂ X × T ,�
�� prT : Z → T ������ Zt, ��� prX : Z → X �	�

�.


 X � n �����, TX ����	�, � f : P1 → X � X ��
�

�����. ����� f∗TX � Grothendieck ��������������,

f∗TX ∼= O(a1) ⊕ · · · ⊕ O(an), �� ai ∈ Z. ����������� (
���

[33]), � H1(P1, f∗TX) = 0, ���� ai � −1 �, f ∈ Hom(P1;X) ����, ��

	�� Tf (�� f ���������������) ��� H0(P1, f∗TX).

���� [f ]������������ f∗TX ������,��� ai � 0.

��,�� P1�������������	����,����� X�����

�����,	������
�	
 X ����������������, �

� X ��������. �	,

 X ��������, f0 ∈ Hom(P1;X),��

f0 �������������� {Zt}t∈T 	
 X ,	�,���� prX : Z → X

�	��,����� f0 ������
������ f ∈ Hom(P1;X)�
��

��� f∗TX ������. ��
�, ���� X ������������

X ���������. ������� Chow ������� (
��� [33]),


� X ������ (very general point) ���������������. �

������������������������ Ei � X ����.


 X ��������, L � X ������. ��� Hom(P1;X) ���
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��������������� H̃. ����������,�������

��, �� Tf(H̃) = H0(P1, f∗TX). 
 H � H̃ ��
��, ��
������,

� f ∈ H �����. �� f∗L ��� deg(f∗L) � f ∈ H �����, ���

� degL(H) = deg(f∗L),�� H (��� L)���. � degL(H0)
�� deg(f∗L)

����
, �	� H0 ���
������. Aut(P1) ∼= PSL(2,C) ����

(ϕ, f) → f ◦ ϕ��� H̃�, ����������. ��
������ H��
�����, ���� H/Aut(P1) := K ������. ����, K �����
�������. � degL(H) 
��
�, ��� f ∈ H, f : P1 → f(P1) ���

��, �� C := f(P1) ���� h : P1 → C 	� deg(h∗L) < deg(f∗L), � H �
�������. �� f ◦ ϕ = f ���� ϕ = idP1 . ��
�, Aut(P1) � H �
��� (���) ���, �������� K = H/Aut(P1) ���������

�. ������������� K �����������.

�� Aut(P1; 0) ⊂ Aut(P1)� 0 ∈ P1�

��,���� U := H/Aut(P1; 0).

	�, ���� U = H/Aut(P1; 0) → H/Aut(P1) = K � U �
���� K ��
�� P1 �,�� (X,K)��� P1 �. U � κ = [f ] ∈ K ����� u ∈ ρ−1(κ) �

�
�������� f : P1 → X ���
������ P1 ����� ζ, ��

u �� X ���� x := f(ζ). ���� u �→ x � κ �
�������, ���

µ(u) = x ������ µ : U → X ����, ��

�� (evaluation map). �

	����� ρ : U → K � µ : U → X �� (X,K) ���� P1 �.


��������� X ��������� L, ���� (��� L) �

����� K. � X � Picard �� 1 �, ���������� L �����.

Picard �� 1 �������� X �	��� KX �����	, ��, X ��

� Fano ��. �� Miyaoka-Mori[10] ���, �� Fano �����������

�, �� Picard �� 1 � Fano �������� Mori ��
�	�. Jun-Muk

Hwang ������� VMRT ���������� Picard �� 1 � Fano �

���������, ����������������������

, �

� Lazarsfeld �
 [34,35] � Picard �� 1 ������� G/P �������

�������� (
��� [36]). ������������ Fano �����

��������, �� Picard ��� 1 � Fano ��������
����

���. Picard �� 1 � Fano ����
������� Hermite ����, 




���� (�� n � 3) � Grassmann��, 	�	�������� G ��

�
��� P ⊂ G ���������� G/P .

��������� Picard �� 1 � Fano ��. 
 X ⊂ PN �� Picard

�� 1 �����. 

 X 
	����� (projective line), ��� X ���

������� K, ������ κ ∈ K ���� X ������. ���, X
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������������. ����� Hermite ���� S ����� Picard

�� 1 ������� G/P �
����. 


���� Qn (�� n � 3)

��������	
, Grassmann �� G(p, q) ����� Plücker 
��
�

������	
���. 
�, ����, � N � 4 ����� (degree) ��

� N − 1 �������� Z ⊂ PN ��
	�����, �� Picard ��� 1.


 dim(X) = n, x ∈ X ����, ������ E � X �����, � ⊂ X ⊂
PN �
� x �������. 	�, TX |
 � 0, � TX |
 = O(a1) ⊕ · · · ⊕ O(an),

�� ai � 0. ��, T
 ⊂ TX |
 ⊂ TPN |
 ∼= O(2) ⊕ O(1)N−1. �� P1 �	�

TP1 ∼= O(2), �� TX |
 ��� TPN |
 ∼= O(2) ⊕ O(1)N−1 � O(2) ��, 	�	�

TX |
 ∼= O(2) ⊕O(1)p ⊕O(q), 1 + p + q = n, 2 + p = c1(X). 

� X ⊂ PNn+1 �

���, deg(X) = d � n �, TX |
 ∼= O(2) ⊕O(1)n−d ⊕Od−1.

����, ���� n �������� X (��� Picard��� 1� Fano

��) 
�
	�����. �� X ��������, �� H �� X ���


��������, � K������������. �	��
���� x ∈ X

� K ��, ������� [f ], f : P1 → X . ��

, ��
� x � K �
���������, �� f∗TX ∼= O(a1) ⊕ · · · ⊕ O(an), ���� ai � 0. ��

��
� x ��� K ������. � Hom((P1, 0); (X ;x)) ��������

h : P1 → X , h(0) = 0. �����������,� h(0) = x���� f ����

����� T 0
f = Γ (P1, f∗TX ⊗ m0), �� m0 �� 0 ∈ P1 ��	� (ideal sheaf),

m0
∼= O(−1), �� T 0

f = Γ (P1,O(a1 − 1) ⊕ · · · ⊕ O(an − 1)), ���� ai − 1 � −1.

f � h(0) = x ��������	 (obstruction) � H1(P1, f∗TX ⊗ m0). ���

k � −1 �, H1(P1,O(k)) = 0, �	�����, �� f � Hom((P1, 0); (X ;x)) �

���.

�H0
x�� Hom((P1, 0); (X,x))�� f ��
��. H0

x����,�� Aut(P1, 0)

��
��� H0
x �. Kx := H0

x/Aut(P1, 0) ����. ����, H0
x � Hx :=

{f ∈ H|f(0) = x} �����, ��

�� µ : U → X � x ∈ X − E ����

Ux = Hx/Aut(P1, 0) � Kx �����.

�
	������������ (X,K) �
, Ux ����
���� x ∈
X − E �����. ��, �� (
� x �) ��������� {�i} ����
�� (
� x �) ���� �∞, �� Ux ����. ���
� x �����

� ��� 1 ����� Tx(�) ⊂ Tx(X). 
�� τx(�) = [Tx(�)] ∈ PTx(X) ��

τx : Ux → PTx(X), ����	���, 	�, 	��� τx �������. ��


�, 
�� Cx ���� τx(Ux) ⊂ PTx(X), � τx : Ux → Cx ���������
���. Cx ⊂ PTx(X) ������	�� (variety of minimal rational tangents),

	� VMRT. � C̃x ⊂ Tx(X) �� π−1(C̃x), �� π : Tx(X) − {0} → PTx(X) �
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	���. ����������, Ux ����. 
 [�] ∈ K 
� x ∈ X − E, 	

��� τx : Ux → PTx(X) �� u := ρ−1(�) ∩ Ux ��	� dτx(u) �����

� TX |
 � Grothendieck ������. ����, 	���� w ����, �

Ker(dτx(u)) = 0 ���� TX |
 ∼= O(2) ⊕ O(1)p ⊕ Oq, � � ��
����, �

�����������������, ������
� x ∈ X − E ����

� � ����. ������, 	��� τx : Ux → PTx(X) �������, �

� τx : Ux → Cx ������. �� Ux ����� Cx ⊂ PTx(X) �����,

Ux ∼= Cx ������.


 X ��������, L � X �������, �� H � X ���� X

�
��������, K = H/Aut(P1 �������. 
���� x ∈ X ��

������ degL(K) ��������������, ����
� x � K �
���������� (	�
�
� x � K ������, ������� L

�����������, � K �������.) ������� Chow ���

����
�� Ux �����.

��Mori[37] ������� bend-and-break��,
���� x ∈ X ���

K �����
����.��
�,�� f ∈ Hx 	� f∗TX ∼= O(2)⊕O(1)p⊕Oq

(
��� [34, 38]). � f ∈ H, f(0) = x ����, � f � 0 ������

� (� df(0) �= 0), 
� u � ρ−1([f ]) ∩ Ux ��� 0 ∈ P1, f(0) = x ��, �

τx(u) = Im(df(0)) ∈ PTx(X)����,��
����� τx : U0
x → PTx(X),��

U0
x ⊂ Ux ������ 0 ∈ P1 ������ f ∈ Hx. τx ���������� Ux
����
���, �����. �	��� x ������	�� Cx ⊂ PTx(X)

� τx : Ux ⊂ PTx(X) ���� (total transform), � Cx = τx(U0
x) ⊂ PTx.

������
� (X,K) �, τx �����, �� τx : Ux → Cx �����
��. ��	����������������. ����� x ∈ X , � Cx ⊂
PTx(X) � Gauss �����
�� (generically finite) ����, Hwang-Mok[34]

��� τx : Ux → Cx ������ (birational transformation). Kebekus[39] ��

�
���� x ∈ X � K ����������, ����� τx : Ux → PTx(X)

�������. Cho-Miyaoka-Shepherd-Barron[40] ���� n ��������

(X,K) ���� x �� VMRT Cx ��� PTx(X) �, X ���������

��� Pn. ��� [41] ���		, ���� [39] ��� [40] ������,

Hwang-Mok[35] �����������.

�� 20.5.1 
 (X,K) �����������������, x ∈ X ��

��, �� τx : Ux → PTx(X) �� (X,K) � x ��	���. 	�, τx ����

���,�� τx : Ux → Cx ������, � τx � Cx ���� (normalization).

VMRT ��������� Picard �� 1 � Fano ��. ���	�	�
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�	 VMRT ���	����������������. 	�����	��

�� Fano ����
�����������������
. �������

��, ���� Ochiai[31] ����������� � 2 ��� Hermite ����

S �������. �������
, �	�
���
�, ���� Cartan-

Fubini ����, ������� VMRT ������������
���

����������������������. ��	
�	������

��.

�� 20.5.2(Hwang-Mok[42]) 
 X � Picard�� 1� Fano��. 

� X

����������� K,�
���� x ∈ X �����	�� Cx ⊂ PTx(X)

��������������. 	�, Cartan-Fubini ����� (X,K) ���.

��
�, ��� Picard �� 1 � Fano �� X ′, ��� X ��������

K′ ����������	��� C′ ⊂ PT (X ′), �����
��� U ⊂ X �

U ′ ⊂ X ′,���������	��������� f : U → U ′,� df(C̃U ) = C̃′
U ′ ,

��������� F : X → X ′, �
 F |U ≡ f .

���������� Cartan-Fubini ����. ���� VMRT ����

����
, �� Lazarsfeld �
��� [34,35] ������������ [35,41].

�� VMRT�������, ����
��� [42, 43]������� [44] ��

�����.	����������, VMRT ���������������

��	���. ������� Ω ����� Borel 
��������� S �

��, ��
� S � Ω �

��. ��� Ω ����	���� S ����

������.

20.6 ��� Cartan-Fubini �����������

���
����

�	�
, VMRT ������������������	���.��


���, ������������������������	�� VMRT �

�� VMRT ���	�. ��, 
��� Cartan-Fubini����		�����

��, �����

�������������, ������������

��������������������.


�� Cartan-Fubini ��������		, �

��
�����. 


X ��������, K � X ���������. �� X ����� x, ��


� x� K ����������.��
�,������� E ⊂ X ,�
��

� X −E ��� K ����������. E ⊂ X ��� K 
���,	�
�
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��. ����, ������
���. ��, Hong-Mok[46] 	��� Picard �

� 1� Fano������������������� Cartan-Fubini����,

��
�.

�� 20.6.1(Hong-Mok[46]) 
 X ����������, Z � Picard ��

1 � Fano ��. 
 C(X) ⊂ PT (X) � C(Z) ⊂ PT (Z) ��� X � Z �����

�����������	���. 
 U ⊂ Z ������
���, f : U → X

�����, �

��� z ∈ U , 	��� df
(C̃z(Z)

)
= C̃f(z)(X) ∩ df(Tz(Z)) �

�. �

σβ : Tβ
(C̃0(X)

)× Tβ
(C̃0(X)

)→ Tβ
(
Tx(X)

)
/Tβ

(C̃0(X)
)

�����
�����
���, V ⊂ Tβ
(C̃0(X)

)
������������,

����

Kerσβ(V, ·) :=
{
δ ∈ Tβ

(C̃0(Ω2)
)|σβ(γ, δ) = 0 , ∀ γ ∈ V

}
.


 E ⊂ X ����
���. 

 f(U) �⊂ E, ��� U ����� z � C̃z(Z)

���� α, df(α) � C̃f(z)(X) ����, ��

Kerσdf(α)

(
Tdf(α)

(
df(C̃x(Ω1))

)
, ·) = Cdf(α) .

	�, ������ Φ : Z → X , �
 f ≡ Φ|U , � Φ � Z ����������

�� X ���������.

��� [45]����� VMRT�� Ochiai����	������,���

����������� [45] �����		. �� 20.4 ��	�������

���������
�������������
���	, ��
����

�����	�� D(p, q)�����������
����. �	�,����


��������		���������� Ω �������������

���� F : Ω → Ω ′ �����, 	���� rank(Ω ′) := r′ � rank(Ω) := r ��

��, �� r′ = r ��	. ��� Ω ⊂ S,Ω ′ ⊂ S′ �� Borel
�, �� SΩ ⊂ PTΩ

�� Ω ⊂ S ���������������, � S′
Ω ′ ⊂ PTΩ ′ �� Ω ′ ⊂ S′ ��

������������. ������ F ������, ���� x′ ∈ Ω �

�� F−1(x′) �����, ������� R � Ω ���� x � dF (x) ����

�. �� F ����� x ∈ Ω , ����
�����, ���� dF (S̃x) ⊂ S̃′
x′ .

�	� F ��� VMRT �����.

������ VMRT ������ ϕ : (S, 0) → (S′, 0) ��, (�� ϕ ���

������), ���
����, 

� S � S′ � Grassmann �� G(p, q) �

G(p′, q′)� (� Ω � Ω ′ ����	�� D(p, q)� D(p′, q′)�),���
 ϕ(S)�
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����� S′ = G(p′, q′)��������� Π ���. (�� ν : G(p′, q′) ↪→ PN

�� Plücker
�, Π ⊂ G(p′, q′)������������� ν(Π) ⊂ PN ���

�����. ) 
� Grassmann���
,� Ω = rank(D(p, q)) = min(p, q) � 2�,

���� (��� D(p−1, q−1)�)����� (maximal boundary components) Ψ

����� F �
�����	
�� F ∗(Ψ) �������� Ω ′ = D(p′, q′)

�����. G(p′, q′) ��������� Π � D(p′, q′) ���������

Bn, ������������. �� F ∗(Ψ) ���������������

��, ���������������������������
 (
���

[24]). �
���������, ��
� dF (S̃x) = dF
(
Tx(Ω)

) ∩ S̃′
F (x) �	�,

����� [dF ](Sx) =
[
dF
(
Tx(Ω)

)] ∩ S′
F (x) � VMRT S′

F (x) ������	�.

�������� 20.6.1, ����� Cartan-Fubini ����, 
������

� F : Ω → Ω ′ �
��� Φ : S → S′. ���
��, ����������

������� [8] ���� VMRT ��
�	� [24], ����
�����

��.

����
���
��� Φ : S → S′ 	��� Grassmann ������


��, 	�
� F : Ω → Ω ′ ���
�����. 
 F (0) = 0. T0(G(p′, q′)) ∼=
V ⊗W , �� dimC V = p′, dimC W = q′. S′

0 ⊂ PT0(G(p′, q′)) � P(V ) × P(W ) ∼=
Pp

′−1 × Pq
′−1 � Segre 
� ζ ����. �� [dF ](S0) = [dF (T0(Ω))] ∩ S′

0, �

S′
0 ���	�, ��� p ������ A ⊂ V , q ������ B ⊂ W , �


[dF ](S0) = ζ(P(A) × P(B)) ∼= Pp−1 × Pq−1. �� (A,B) ��� S′ = G(p′, q′) ��

��� G(p, q)�
� 0���� Z,�
 Z � VMRT��� [dF ](S0). 	 G(p, q)

� Z ������
��
�� Θ : G(p, q) → Z ⊂ G(p′, q′),�� Θ(0) = 0. ��

�
	��� Z ⊂ G(p′, q′) ����������� Φ : G(p, q) → G(p′, q′) ��

� Σ = Φ(G(p, q)). ��

 0 � Σ ����. ���� Σ � Z � 0�����

�	��, ������ 20.6.1��� S′ = G(p′, q′) �� Σ � 0 ��	����

�������� Σ �,��� Z �
� 0����������� Σ �, ��

�� Σ � Z ������ Z ��
� 0 ����������� Z1.

����, �� Z0 = {0} �������� k �
���� Zk+1 ����

Zk ������� (������)���. ��
�,
���� z ∈ Z �� Az

�
� z ����� Z ������ � ���, � Az =
⋃

�z

�, � Zk+1 =
⋃

z∈Zk

Az ,

	�

{0} = Z0 � Z1 � · · · � Zr = Z, r = min(p, q) = rank(Z), Z ∼= G(p, q).

�� 0 ∈ Φ(G(p, q)) = Σ ����, �� Z1 ⊂ Σ . ����
��	� Z = Zr =

Σ . 

 Zk ⊂ Σ . 
 zk ∈ Zk � Σ ������, �k �
� zk ��� Z ���
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�����. 

��
�������

(�)k �k ���� Σ �,

	� Zk+1 = ∪{Az|z ∈ Zk} ⊂ Σ ,��� k = r �
� Z = Zr ⊂ Σ ,��� Z � Σ

�����
� Z = Σ ���. (�)k ��������� k = 1������
�

	 (� Z2 ⊂ Σ ���). 
 z1 ∈ Z1 � Σ ����, �0�
� 0��� z1 ����

�, z1 = Φ(x1). 	� [dΦ](S0) = S′
0 ∩ PT0(Σ) = S′

0 ∩ PT0(Z), [dΦ](Sx1 ) ⊂ PTz1(Σ).

�������������������	�[dΦ](Sx1 ) �� [α] = PTx1(�0) ∈
[dΦ](Sx1)��	����� Tx1(Z1)���. ��,���� [dΦ](Sx1 ) ⊂ PTz1(S′)

� S′
z1 ∩ PTz1(Z) ⊂ PTz1(S′) �� [α] ���	�. �	�,

T[α]

(
[dΦ](Sx1 )

)
= T[α]

(S′
z1 ∩ PTz1(Z)

)
= Tz1(Z1)/Cα.

��� Grassmann ����������������, ��	�������

�� [α]��	��		� [dΦ](Sx1 )	����� S′
z1 ∩PTz1(Z) (
��� [24]),

����� Z ��
� z1 ����� �1 ���� Σ �, �
 Z2 ⊂ Σ . ����

����	� [dΦ](Sx1 ) �� Σ � VMRT, � S′
z1 ∩ PTz1(Z) ��� Z � VMRT.

	�, ��� Grassmann ������������������� [24] ���

������
����. ��
�, Z � Σ �� VMRT ����	��� 0 �

������� �0 
����� z1 �, �� Σ � Z � 0 �� VMRT ����.


 M ∼= G(r, s) ���� � 2 � Grassmann ��, TM ∼= U ⊗ V ���	�

TM �	�
���,�� U ���� r ������, V ���� s�����

�. 
 W ⊂ M � M �����, E ⊂ W � W �����
����. �	�

E ⊂W �� Grassmann������� TE = A⊗B, �� A ⊂ U � B ⊂ V ��

������; rank(A) := p, rank(B) := q. Hong[47] �������������

��	�� E ⊂ W ��� � 2 � Grassmann ��� (� min(p, q) � 2), � E �

M ��� Grassmann �������. ������� Cartan-Fubini �� (�

�� 20.6.1))�������������� E �� Grassmann���
���

���. (������������, Σ ⊂ S′ � 0 �������� F : Ω → Ω ′


��	�, �� Σ � 0 ����� S ��
� Ω �� S �������
�

�.) ��
	, ���� [47] ���, ��������
����

(1) �� E �� Grassmann�����
��;

(2) ����� Cartan-Fubini ������ E ��� Grassmann ����

��.

VMRT ��������� (2). 
�, (2) ���������
��� (


��� [48]). ��,VMRT ����
�������, ���
��
����

�� G/P ����
�� [46].
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20.7 
�����������
��� VMRT

��������

������ �2 �������� Ω ������, ���
�����

����, �������������. ��������

(1) Γ ��������;

(2) ������ F : Ω → Ω ′.

���, Γ �����,� “Γ ��������”���	 Ω ����� D � CN

� Γ ������ F : Ω → D, ������ Φ : Γ → Aut(D), �
����

F : Ω → D ����� γ ∈ Γ 	� F (γ(z)) = Φ(γ)(F (z)). ��� Ω ′ �����

�� r := rank(Ω) ������. ������, ���������

(1) ���� (������);

(2) ����	���;

(3) ����, ���������
��;

(4) �������������;

(5) VMRT ����.

����������������. �������, ���������

�� Γ , ������������� X = Ω/Γ . ���
, ���������

���������
���������� VMRT �������, ����

������������������������. ��������, ��

�
��������
�.

(1) ����������
��
����� (�������);

(2) ���	����


� X = Ω/Γ �����

, 	����
�



��
�������;

(3)������������������		���� Ω ′ � Ω ����

�����������;

(4) ��������������		��� Pyatetskii-Shapiro[49] ���

������,��

���������,

, Akhiezer-Gindikin� (
��

� [50]).

�� 20.6 ��������
�������������, ������

��� [9] ��� � 2 �������� Ω ���
������. �����

�����������������������������������

���. ����, Ω �����
����� Harish-Chandra�
, �����
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������ Harish-Chandra�
� (��) Cayley��. ���������

������
� Siegel � (
��� [5, 49]). ��������, ������

����������
��������.

��
	, ����� 1�
���������� Harish-Chandra�
,�

��������������
, ������������
�����
�

Siegel ���
��������� (��)Cayley �����	.

��	�, �
������������������, ����
���

	������� VMRT �������, ����������������

�	������. 	�������	, �����

����������

�: ������������	�������(��) 	����������.

��������, ����������

��, �����		�����

����, ����������
����
���������. ��
��

�������	�������
����
. � VMRT�������,��

����������
�������
�����������	���	

�� (variety of special tangents). �������� (affine complex homogeneous

manifold) X �����
������������� D (����
��


������������� D). ������, ������� X ����

��� (smooth projective compactification) M ���������������

��	�� (VMRT) 
��������	��. ��
����������

����
������������ D ⊂ X ⊂ M ����������
.

Akhiezer-Gindikin � [51] �

���
�.

 ���� ���!� 70 	 �.

������

[1] Borel A. On the curvature tensor of the Hermitian symmetric manifolds. Ann Math,

1960, 71: 508∼521

[2] Calabi E, Vesentini E. On compact locally symmetric Kähler manifolds. Ann Math,

1960, 71: 472∼507

[3] Siu Y T. The complex analyticity of harmonic maps and the strong rigidity of compact

Kähler manifolds. Ann Math, 1980, 112: 73∼111

[4] Siu Y T. Strong rigidity of compact quotients of exceptional bounded symmetric do-

mains. Duke Math J, 1981, 48: 857∼871

[5] Mok N. Uniqueness theorems of Hermitian metrics of seminegative curvature on locally

symmetric spaces of negative Ricci curvature. Ann Math, 1987, 125: 105∼152

[6] To W K. Hermitian metrics of seminegative curvature on quotients of bounded sym-



· 526 · � 20 � ������� VMRT ��������
����

metric domains. Invent Math, 1989, 95: 559∼578

[7] Mok N. Metric Rigidity Theorems on Hermitian Locally Symmetric Manifolds. Series

in Pure Mathematics Vol. 6. Singapore, New Jersey, London, Hong Kong: World

Scientific, 1989

[8] Tsai I H. Rigidity of proper holomorphic maps between symmetric domains. J Diff

Geom, 1993, 37: 123∼160

[9] Mok N, Tsai I H. Rigidity of convex realizations of irreducible bounded symmetric

domains of rank 2. J Reine Angew Math, 1992, 431: 91∼122

[10] Miyaoka Y, Mori S. A numerical criterion for uniruledness. Ann Math, 1986, 124:

65∼69

[11] Mok N. Rigidity problems on compact quotients of bounded symmetric domains.

AMS/IP Studies in Advanced Mathematics, 2007, 39: 201∼249

[12] Matsushima Y. On the first Betti number of compact quotient spaces of higher-

dimensional symmetric spaces. Ann of Math, 1962, 75: 312∼330

[13] Mok N. Aspects of Kähler geometry on arithmetic varieties. A M S Proc of Symp in

Pure Math, 1991, 52(2): 335∼396

[14] Margulis G A. Discrete Subgroups of Semisimple Lie Groups, Ergebnisse der Ma-

thematik und ihrer Grenzgebiete (3. Folge). Berlin, Heidelberg, New York: Springer-

Verlag, 1989

[15] Mok N, Siu Y T, Yeung S K. Geometric superrigidity. Invent Math, 1993, 113: 57∼83

[16] Mok N. Characterization of certain holomorphic geodesic cycles on quotients of bounded

symmetric domains in terms of tangent subspaces. Compositio Math, 2002, 132:

289∼309

[17] Raghunathan M S. Discrete Subgroups of Lie Groups. Ergebnisse der Mathematik und

ihrer Grundgebiete. Berlin, Heidelberg, New York: Springer-Verlag, 1972

[18] Zimmer R J. Ergodic Theory and Semisimple Groups. Monographs in Mathematics.

Boston-Basel-Stuttgart: Birkhäuser, 1984
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