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Abstract

Nous établissons toutes les réductions du systeme de deux équations couplées
de sine-Gordon introduit par Konopelchenko et Rogers a des équations différentielles
ordinaires. Ces réductions sont toutes des dégénérescences d’une réduction
maitresse a une équation jugée par Chazy “curieuse en raison de [son] élégance”,
transformée algébrique de la sixieme équation de Painlevé la plus générale.
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1 Introduction: un systéme de sine-Gordon couplé

Gauss a montré que I’équation de sine-Gordon ¢, +sin(¢) = 0 caractérise les surfaces
a courbure constante, et la question s’est longtemps posée d’une éventuelle extra-
polation & une variable indépendante de plus. La premiere extrapolation intégrable
proposée [1] n’était pas une équation aux dérivées partielles (EDP) mais une équation
intégro-différentielle. Une extrapolation a une EDP intégrable a été ultérieurement
introduite par Konopelchenko et Rogers [12, Eq. (47)],

|:ei(¢+w)¢XT}X —o® {ei(¢+w)¢YT]Y =0,0" =1, (1)

[efi(qu)l/fXT} —o° [67i(¢+w)1/)YT} =0,
b's Y
dont la limite dy — 0 (resp. dx — 0) [11, (1.2)] est bien sine-Gordon pour ¢(X,T)

(resp. (Y, T)).
Une rotation dans les plans (¢,v) et (X,Y) [11, (2.1)] (le parametre inessentiel v
sert & unifier les notations de divers auteurs),

o+ d—
u = y V=1

27 5 yx=cX+Y,y=0X-Y,t =T, (2)
conduit au systeme équivalent
Ugyt + Uz Uyt + Uy = 0, (va — VZuwuy)t =0. (3)

Ce systeme, qui admet la réduction v = +ivu, est objet de la présente étude. Il
est invariant par un changement arbitraire des variables indépendantes (z,y,t) —
(p1(x), p2(y), p3(t)), et c’est la condition de compatibilité d’un systéme de trois
équations linéaires [12, Eq. (12)]. Cette condition, équivalente & [11, Eq. (2.5)],

LU =0, LU = 0, [Ly, Ly]¥ = 0,

(0x —VPuy [ 0y0r + vy Uy O (4)
Ll_(uy 9, )’L2—( wpdy  0p0y vt )

permet la construction explicite du N-soliton [11, (4.25), (4.32)], donc le systeme (3)
possede la propriété de Painlevé.

Notre motivation est la suivante. L’équation de sine-Gordon, qui caractérise les
surfaces a courbure constante, admet une réduction a la troisieme équation de Painlevé
Pip, et il existe un systéme [17, Eq. (9)] composé de deux équations discretes de Py
qui s’intégrent par une version discréte de Pyy [10, Eq. (1.1)], la plus générale des
équations de Painlevé [6]. Le systeéme (3), qui couple deux équations de sine-Gordon,
pourrait donc admettre une réduction a Pyr.



Notre but est donc de trouver, si elle existe, une réduction de (3) & Pyr. Remar-
quons que l'ordre différentiel (six) du systéme (3) laisse en effet espérer 'existence
d’une réduction a la Pyy la plus générale, une EDO d’ordre deux a quatre parametres.

Dans la section 2, nous montrons d’abord 'inexistence de termes complémentaires
du systeme (3). La section 3 définit et intégre, sans recourir a la théorie des groupes,
toutes les réductions possibles de 'EDP (3) & une EDO. Enfin, dans la section 4, nous
isolons celles d’entre elles qui sont vraiment des réductions.

2 Systeme complet engendré par le systeme d’EDPs
(3)

Puisqu’il possede la propriété de Painlevé, le systeme (3) réussit évidemment au test
[5, 16]. Etablissons néanmoins 'emplacement des fonctions arbitraires (indices de
Fuchs) dans les séries de Laurent des champs grad u, grad v, dont nous aurons besoin
par la suite. Ces champs possedent des poles mobiles simples, leurs séries de Laurent
sont donc définies par

+00 g
u:(a/v)log<p+Zuj(a:,y,t)<p], U:bIOgW‘FZUj(%yat)(Pj; (5)

=0 =0
ou (z,y,t) = 0 représente la variété singuliere mobile. Les termes de degré de

singularité minimal (trois) en ¢ définissent deux familles: a = +i,b = 1. L’équation

linéarisée au voisinage d’une des deux familles

vu ~ ilogp +eu,v ~ logp + €v,e — 0,

ﬂxyt + i@f)xt + iﬁ@yt - 90:;0;015 '&x - @;ft ay = 07 (6)
Pz .PyPt - PPt ~

~ . y~ . 0 o~
Ugyt — 1~ Ugt — 1——Uyz + 1 = Uyp + 1 2 Uy =0,

admet des solutions du type de Fuchs
@ = top’ [1+0(p)], 7 = o’ [1 +O(p)], (7)

et la condition g0y # 0 engendre I’équation indicielle

v2G-3)  2iG-1) ) _
det(?uj(j?) z‘j(jl)(j2>>0’ ®

dont les six racines sont les indices de Fuchs 7 = —1,0,0,1,2,4. Les six fonctions
arbitraires associées sont respectivement ¢ et les coeflicients wg, v, v1, v2,v4 de (5).

Puisque tous les termes du systéme (3) ont le méme degré de singularité (trois),
c’est un systéme simplifié (au sens classique [15, §37]), dont il importe de déterminer
les termes complémentaires, ceux dont ’ajout conserve la propriété de Painlevé. Ces
termes complémentaires sont ici le polynoéme le plus général des dix-huit dérivées
premiéres et secondes de u et de v & coefficients fonctions de (z,y,t) de degré de
singularité au plus deux. Ce calcul classique, que nous ne détaillerons pas ici, et
qui consiste essentiellement & exiger lexistence des deux séries de Laurent (5) en
annulant la contribution d’éventuels logarithmes, sélectionne parmi les cinquante-six
termes possibles dix termes dépendant de deux fonctions arbitraires. Mais le systeme
complet se rameéne alors au systéme simplifié par une translation de (u,v), donc le
systéme (3) n’admet aucun terme complémentaire.



3 Réductions possibles

Considérons les réductions de (3) & un systéme d’EDOs définies par

5 = g(xﬂ y7 t)7
’uzcu($7y,t)U(§) +1/_1du(x,y7t), (9)

U:Cv(x7y7t)v(£)+/dv(x7y>t)dt'

Celles d’entre elles qui sont caractéristiques, c’est-a-dire qui abaissent 'ordre
différentiel, engendrent un systeme linéaire d’EDOs, nous les excluons et supposons
désormais £,&,& # 0.

Toute réduction non-caractéristique de (3) a& un systéeme d’EDOs a pour ordre
différentiel six. Puisque la propriété de Painlevé est conservée [6, §4.3] lors d’une telle
réduction (u,v)(z,y,t) = (U, V)(£),€ = &(x,y,t), le systéme réduit ne peut dépendre
que des dérivées de U, V, a l'exclusion de U, V, il est donc d’ordre différentiel quatre
en U, V'. Ces réductions non-caractéristiques engendrent le systéme qualitatif,

{ U" +2¢,U'V" + fU" + UV + faV" + f3U" + 5V + fo = 0,

1
VI// _2CiC;1U/U”+f1VN_f2UI2 _f4U”+g3V/+gsU/+gﬁ — O7 ( 0)

dont les onze coefficients ne doivent dépendre que de la variable réduite &, systeme
que nous allons déterminer et intégrer en plusieurs étapes.

Etape 1. Assignation de cing des onze coefficients & des valeurs numériques. En
effet, 'invariance de forme de (10) par la transformation affine a cing fonctions ajusta-
bles

U V,8) = (U,X,&): U= (U +pu(€),V =M (OX(E) + pv(€),€ = f(EN11)

permet, par une technique classique [15, §14 p 223] détaillée par Bureau [2, §20],
d’assigner cing des coefficients de (10) & des valeurs numériques, le meilleur choix
étant celui qui simplifie le plus les calculs ultérieurs. Un des choix permis est ¢, =
1,¢, = 1 pour les coefficients de U'U” et U'V", complété par ’annulation de trois
autres coeflicients,

cu=1lc,=1,fo=fs=f1=0. (12)

Etape 2. En supposant les six coefficients f}, g; restants fonctions de { seulement,
génération des conditions nécessaires entre ces (f;, g;)(§) pour que le systeme d’EDOs
(10) posséde la propriété de Painlevé, puis résolution de ces conditions.

Etape 3. Preuve de la suffisance des conditions nécessaires précitées, par la
détermination de deux intégrales premieres de (10), abaissant ainsi l'ordre de qua-
tre a deux, suivie de l'intégration explicite de ce systeme d’EDOs d’ordre deux.

Etape 4. Sélection, parmi tous les systemes (10) ainsi retenus et intégrés, de
ceux qui sont effectivement des réductions de (3), selon que l'intégration du systeme
d’EDPs aux trois inconnues (d,,, d,,&)(x,y,t) est possible ou impossible.

3.1 Etape 2. Test de Painlevé du systéme d’EDOs (10)

Les deux familles de poles simples mobiles du systéme (10)

+oo +oo
U'=x@©7 v+ Y Ujx |, V=x@© [ 1+D V(x| X' =1,(13)
j=1 j=1



ont chacune les mémes indices de Fuchs [6, §2.1.1] —1,0,0,1,2,4 que 'EDP (3),
indices dont les trois premiers représentent les origines arbitraires de &, U, V. Les
trois suivants ne représentent les coefficients arbitraires V4 (€), Va(§), Va(§) que si la
série ne contient pas de logarithmes mobiles. Ces conditions nécessaires s’écrivent,

Q1= Pi(fj,9;) =0, Q2= Pa(f,9) =0, Qs = (V{ +2)Q" + 1@ + Q¥ = 0(14)

ou Py, Py, Elk) désignent des polynomes différentiels de f;,g;. Afin de laisser ar-
bitraires V; et Va, dix conditions (cinq pour chaque signe de i) doivent donc étre
vérifiées. Seules six d’entre elles sont non-nulles,

QQ = (gS_f{):l:Zg5 :0,
f);(f+2ﬁﬁ)iﬂﬁ+2ﬁh):q 5
(3) 1 1 (15)
i = <9é+2f196—2f§> :I:i(fé+2f1f6+2f5f{) =0,

équivalentes a

g3=f{,g5=0,f{+f12—k2=0,

d d 1 d 1
— +2 =0,(—+2 —=f2=0,(—+2 ~fsf1=0
(d£+ f1> fs ’<d§+ f1>96 2f5 ’<d§+ fl) f6+2f5f1 )
k étant une constante d’intégration.

Ce systeme consiste en une EDO non-linéaire (pour f1) et une EDO linéaire,
linéarisée de la précédente, avec trois seconds membres. Sa solution générale dépend
de quatre constantes arbitraires k, K5, K¢, K7 (outre l'origine de &),

(16)

95 = 1,95 =0, fs = (4K5 /1), fo = (4Ke 1 — K5 [7), g6 = (4K7 f1 + 4K5° f7)', (17)
relations qui définissent le cas générique kf; # 0,

f1 = kcoth(k€), g5 = k?(1 — coth?(k€)), g5 = 0, f5 = k(1 — coth? (k€))(2K3),
fo = k*(1 — coth?(k€)) 2K — Ksk coth(k€)] (18)
g6 = k*(1 — coth?(k&)) [2K7 + 2K5°k coth(k€)]

et trois cas non-génériques kf] — 0 :

Ks Ks Kr K5®
G

1 1 K.
fi=2.95= T 9= 0,fs = _2?257f6 =2

. (19)

[7a5%

fi=k#0,g5=yg5=0,fs = —8Ksk’e ", fo = —8Kek’e >, gg = —8K7k’e > — 16K5°k’e (20)
et
f1=0,93=g5 =0, fs = —8Kj3, fo = —8Kg, g6 = —8K7 + 32K5°¢. (21)

Dans les solutions (18) et (19), Uinvariance de (10) par la translation (V', Kg) —
(V' = 2Ky, Kg + 2K5K7) permet d’annuler K.



3.2 Etape 3. Systemes réduits et leurs intégrales premieres

Une fois déterminées les valeurs (18)—(21) des coefficients f;, g, le systeme (10) admet
deux intégrales premieres polynomiales en (U”, V" U’ ,V'). Puisque les indices de
Fuchs non encore représentés par des arbitraires sont 2 et 4, ces deux intégrales
premieres ont nécessairement pour degrés de singularité 2 et 4. Leurs termes sont
qualitativement fournis par les coefficients de A2 et de A* du développement de Taylor
de la fonction génératrice

+oo

1 _
= S NP U VUL V). (22)
j=0

(1= 220" (1= X2V (1= AU)(1— AV

Les systemes réduits et leurs intégrales premiéres sont ainsi les suivants.
Systeme générique (18) (apres une translation de V/ annulant K7),

U" 4 2U0'V" + k coth(k&)U”
+ v k2 (1 — coth?(k€))(2K5V' + 2K — Ksk coth(k€)) = 0,
V" —202U'U" + k coth(k&)V" + k*(1 — coth®(k€)) (V' + 2K5°k coth(k€)) = 0,

Ky = 12U + V" + kcoth(k€)V' + K52k? coth?(k¢), (23)
sinh(k¢) ., ko \°  ([sinh(k6).,\°

K= (v>—""MU" - K

4 (” P U Sammg) TR Y

—AKsuU'V' — V'"? — 4KevU’ — AK 5k coth(k€)(KsV' + Kg),
et sa limite rationnelle f; = 1/£ (19) (aprés une translation de V'’ annulant K7),

U// 1 1 ﬁ

U’”+2U’V”—|—?—2V_1(K5V/+K6)?+V &3 =0,
Vv 1 K2
V" —22U'U" + e V’?z - 25% =0
LS e (24)
Ky= U 4+ V" + V' 4 52
, & ¢

K 1

Ky = (V£U" - ;) + (V)2 — WKU'V = V" — KU’ — AK5(K5V + Rolg

Les deux autres cas non-génériques sont f; =k # 0 (20),

U" 420'V" + kU" — v e M (KskV' 4+ Kg) = 0,

V" —02U'U" 4+ kV" — 16K5%ke 4% — 8K ke 2k = 0,

Koy = —12U" + V" 4+ bV + K52~ 4 4K7e 72, (25)

Ky = 2k (VZUHQ n V”Q) — SUKsk(U” +2U'V") — 8u(2Ks + Ksk?)U'
—16K7kV' — 32K5(KskV' + Kg)e 2k,

et fi =0 (21),

U" 4+20'V" —8v 1 (KsV' + Kg) = 0,
V" —22U'U" + 32K5%¢ — 8K7 = 0,
Ky = —12U"” + V" + 16K5%¢? — 8K€, (26)
Ky = 120" + V" = 8uK5(U" 4+ 2U'V") — 16v KU’
(64K5%¢ — 16K7)V' + 64K5KE.



Remarque. 1l n’existe pas de changement de la variable indépendante rendant
autonomes les deux premieres équations de (23). Les seuls systémes autonomes sont
(24) pour Kg = 0 (apres le changement £ — log(§)) et (25), (26) pour certaines
valeurs des parametres.

Certains de ces systémes autonomes ont déja été mentionnés par Lou Sen-yue,
ce sont : (24) avec la contrainte supplémentaire K5 = 0 [13, Eqgs. (79)—(80)], (25)
avec les contraintes supplémentaires K5 = K7 = 0 [13, Eqgs. (63)—(64)], et bien str
la dégénérescence homogene U + 2U'V" = 0,V" — 202U'U" = 0 [13, Eqgs. (55)—
(57)] commune aux quatre systémes. Voir également [5], qui considére un systeéme
légerement différent.

3.3 Etape 3, suite. Intégration des systemes réduits

L’élimination de V' entre K5 et K4 engendre une EDO d’ordre deux en U’, dont
le degré en U" est deux pour (23) et (25), un pour (24) et (26), et qui, en tant
que réduction non-caractéristique d’'une EDP ayant la propriété de Painlevé, possede
également cette propriété. Or, toutes ces EDOs (ordre deux et degré un ou deux) ont
déja été énumérées et intégrées par Gambier [9], Chazy [4], Bureau [3] et Cosgrove
[8, 7], il suffit donc de rechercher dans leurs tables.

Pour le degré deux, qui contient le cas générique, et dans les cas non-autonomes,
il suffit d’établir la décomposition de Gauss de la forme quadratique de U"”,

PE(U™, U U €) + PF(U€) P (U", U5 €) =0,
PL=U" 4+ a1 (O)U" + e3(O)U + co(O)U? + c1 (U + ¢o(€), P =U" + ... ,(27)

les P; désignant des polynémes de degré j en U, & coefficients fonctions de U”,U’,
&. Les seuls candidats non-autonomes dans les tables classiques sont alors (voir
Pappendice A) : Cyy et Cyp pour ¢35 # 0, Cya et Cry pour ¢z = 0,¢0 # 0, Crpg
pour c3 = ¢ = 0, la nature du carré PZ réduisant le choix & Cyy pour c3 # 0, Cya
pour ¢z = 0,co # 0.

Pour le degré un, on obtient ainsi Py (cas Ky # 0 de (24)), Py (cas Ko = 0
de (24)), Pry (cas K5 # 0 de (26)) et Prr (cas K5 = 0 de (26)), donc toutes les P,
(rappelons que Py et Pyp peuvent étre rassemblées en une seule équation [14]) sauf
Pvyr.

La liste compléte des solutions U(€) en fonction de Cy(u, z, dy, da, d3, ds) ou

P, (u,z,a, 8,7,9) est la suivante.

1. Systéme (23). Transformée affine de Cyvr,

dU dx k

I/dié_ = ku — K5kCOth(k£), E = m,

fvi(z) = icosh(kg) = i coth(z), gvi(z) = coth(kf) = cosh(zx), (28)

d d d 2
Ky =kdy, Ky = k* (22 +2d§) Ko = k453,K4 = k8 <d4 - (22 +2d§> ) .

2. Systeme (24), K5 # 0. Transformée homographique de Py,
AU Ks | lvu
df f 1—u’ ’ (29)

5 T
Ky = =1 = 5 # 04K, = 8(a — B0 +7*, Ko = —(a+ B)r, K5 = oL




3. Systeme (24), K5 = 0. Transformée affine de Py,
g _ Au— K

Yae T e " y

4. Systeme (25), K5 # 0. Transformée affine de Cys,

dU k2 ok ko _
— = 929, 92K € p =20k
Vdf K5u ?e , T e s,
kg = —ikKs5, K7 = —dekK&KG =—((ds + k% + 2[(2)—257

Ky = —4i(dyk® + Kod2) kK.

5. Systeme (25), K5 = 0. Transformée affine de Cyyy,
dU
Y— =

d¢ ’ k
6. Systeme (26), K5 # 0. Transformée affine de Pry,

V—r = —— +tuu,& = —
TR u

Ky

2 .
— T i = —4iKs,
4K52 H 5

)

8K 5> 32K5°

7. Systeéme (26), K5 = 0, K7 # 0. Transformée affine de Py,

dU X KQ
i Y e
Vag =M LT RE,

i K
A=iv = —16K7, a0 = 126

8. Systéme (26), K5 = 0, K7 = 0. Fonction elliptique d’ordre deux,

VAU AU + 22 KU — 160KGU + Ky — Ky = 0.

9. Tous systémes, cas ou les deux dernieres équations (Ko = ..., Ky = ..

autonomes. Fonction elliptique d’ordre deux.

Ky K52 + K72 8 (K3 — K4)K5* + 16K K, K5® + 2K K5* + K;*
1 =

2K

=&\ = —% £0,8K5 = — = 16K, = 76,8Ks = — . (30)

(31)

k k2 k2
iku,x = —22 e Ky = Zodg, Kg = ik?Odg,IQ = —4k2(dsk? + Kody).(32)

(33)

2

(34)

(35)

.) sont

Remarque. Dans tous les cas énumérés ci-dessus, tous les parametres des C,, ou
des P, sont arbitraires. L’exigence que (10) soit une réduction de (3) peut créer des

contraintes entre ces parametres, comme décrit dans la section suivante.

4 Etape 4. Réductions non-caractéristiques admises

Tl reste & déterminer, pour chacun des quatre systemes réduits (23), (24), (25), (26), la
variable £(z,y,t) de la réduction définie par (9) avec ¢, = ¢, = 1, les deux coefficients
(du, dy)(z,y,t), ainsi que les contraintes entre les constantes d’intégration Ky, Kg,

K7 du systeme (17).



Les trois fonctions (&, d,,, d,)(x,y,t) obéissent & un systéme de sept EDPs,

(fzfy)t = O>

gwy - fwfyfl (f) =0,

du,wﬁy + du,y&x =0,

du,m&yt + du,y&mt - grgygtff’)(g) = 07 (36)
dv,mfy + dv,yfz + gmfyftf{ (f) =0,

du,zyt + du,zdv,y + du,ydv,z - fzfyftfﬁ(f) =0,

dv,a:y - (du,:pdu,y)t - Ew&/gtgﬁ(g) =0,

contraint par £;£,& # 0, invariant par les transformations conformes (z,y,t) —
(p1(z), p2(y), @3(t)), et dont les coefficients f;, g; sont définis par (17).

Seules les deux premieres équations, non-linéaires en &(x, y, t), présentent quelque
difficulté, elles sont résolues ci-apres. Les quatre suivantes définissent les coefficients
dy et d, par leur gradient

L B8O

o €w§yt - gyga:t
_ 8hah©)

Y gyga:t - fmfyt (37)
_ fmgyt - fyfzt |:du,:cyt _ :| _ gzgt /
_ SySat T SzSyt u,xyt _ SySt g

dy = St | et pe)| - St ),

et la derniére équation (36)7 crée des contraintes entre les diverses constantes d’intégration.
Quant aux éventuelles solutions £ annulant le wronskien,

gw&yt - fygxt = 07 fzfygt 7é 07 (38)

elles seront considérées séparément.
Revenons aux deux équations (36)1, (36)2. Pour chaque valeur (18)—(21) de fi, il
existe deux fonctions d’une variable, f(Z) et ¢(Z), définies par les EDOs,

LH
f/

qui transforment le couple (36)1—(36)2 en un couple équivalent du type de d’Alembert,

F1(Z) — A(F(2) F2(Z) = 0,9 — 27" =0, (39)

Zay =0, W(Z)]zyt =0. (40)

Leurs valeurs sont données par le tableau

h §£=1(2) W(Z)

k coth(k€) %log coth(Z) | logsinh(22)

% eZ e2Z (41)
kE#0 7% log(2) log(Z)

0 A Z2.




e Pour f; = kcoth(k€) (resp. f1 = k # 0), il existe une troisitme fonction ® d’une
variable!, qu’il est loisible de définir par

Z(r,y.1) = { log(®(a(x, 1)) + § log(@(b(y, 1)), (42)

et qui transforme [¢(Z)] . =0 en

zyt
log(a(z,t) + b(y,1))]ey: = 0, (43)
équation fonctionnelle dont la solution générale dépend de cing fonctions arbi-
traires d’une variable (Appendice B). Solution des systémes respectifs

{ (a+b)(1 — D(a)®(h))®" (a) + 2(a + b)B(H) (a)® + 2(1 — B(a)D(b))P' (a) = 0y
(a4 B)(1 — B(a)D(5)D" (b) + 2(a + b)B(a) ¥’ (b)* + 2(1 — D(a)B(b))'(b) = b

I
o

—(a+b)(®(a) + B(b))®"(a) + 2(a + b)®' (a)” — 2(2(a) + (b))’ (a)
—(a+ b)(®(a) + B(b)D" (b) + 2(a + b)®' (b)* + 2(®(a) + (b))’ (b) = 0,

cette fonction ® est une homographie car son schwarzien est nul,
VX {®; X} =0, (46)

conduisant aux expressions finales respectives,

1. 14a(zt) 1. 1+4b(yt)
— h = 1 W(Z),Z = S log -———= + ~ 1
fi=keoth(kg) : €= 1 logeoth(2),Z = 7 6T a@ ) T4 BT b(y0)

et
1
fr=ks €=~ 10g(2), 7 = alw,0) + bly 1), (15)
avec pour a,b les valeurs (74)—(75).

e Pour f; =1/ (resp. f1 =0), 'EDP [¢)(Z)],,; = 0 est & variables séparées,

zyt

7 ([log az + 2a] + [log b, + 2b]

-x

TS

hi=1/6¢ =72 = ala,t) +b(y.0), [*7],,, = ¢ asby

f1=0,=27Z =a(x,t)+ by,t), [ZQLyt = 2a,b, ([log az] + [log by])s, (50)

conduisant ainsi & une solution générale Z qui dépend aussi de cinq fonctions
arbitraires d’une variable,

log a, + 2a — log hy(t) — log f'(z) =
log by, + 2b+ log ha(t) — log ¢’ (y) = 0, (51)

9(y) + ha(t)
)

fi= 1/5 : 1 1
=3 log[(f(x) + ha(t))ho(t)] + 3 log ho(t

)

log a; —log ho(t) — log f'(x) = 0,
I —
fl =0: 1Og by + 1Og ho(t) - 10gg (y) - Oa (52)

Z = (f(x) + ha(t))ho(t) +

'Due & Wolfgang Schief, cette représentation permet d’extrapoler & deux fonctions
supplémentaires de ¢t une solution particuliére que nous avions obtenue.
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Finalement, les réductions non-caractéristiques ainsi obtenues sont les suivantes.
Elles dépendent toutes de diverses fonctions arbitraires d’une variable : f(x),g(y)
(choisies égales & x,y par I'invariance conforme), A1(t), A\2(¢), A3(t), ou encore (autre
notation) ho (t), hl (t), hg (t)

Systéme réduit (23) (f; = k coth(k§)).

Il n’existe pas de réduction de wronskien nul. Les variables réduites (£, d,,,d,) les

plus générales

¢ = 110 VIN1Ny + /D1 Do
~ kB UNN, — VDD’
N1 = (1 +)\1)(l’ — )\3) + /\27N2 = (1 — )\1)(y — )\3) — )\27
Dy = (1 — )\1)(1‘ — )\3) — Ao, Dy = (1 + )\1)(y - )\3) + Ao,

dy = Kslog [(AJrB) gi]N\é +(AB),/g;xj ,

ST IMAD\N, TDs) im0\ N, Dy (53)
o — e (1= ANy + (14 X)N,

VS A+ BYD,N, + (A — B)D{ N,
_ Ks (A+B)DyN, — (A— B)DiN,

2kK5)o VN1 D1 NyDy

A= /\2/\’1 —)\1)\/24- (/\?—Fl) é,B = /\l2 — 2\ g,
polyndme différentiel de A1, Ag, A3 de 30 termes

C1 =

! (T4 22X, + (1= 22NN, + (1 — A2)2N,

)

b

sont assorties de deux contraintes,
Ks? = —1, K¢ = 2K; K7, (54)

qui laissent arbitraires les quatre parametres de Cyy définis en (28). Le systeme (3)
admet donc, comme espéré, une réduction a une transformée algébrique de la Py
la plus générale. Un exemple simple d’une telle réduction est fourni par le choix

()\17 >\27 )‘3) = (Oatat)v

e Lppg VEly 20+ Vyle 20 - ay—tety)
ko7 aly —2t) — /y(e —2t) Vry(z —2t)(y — 2t)
dy= Koo T (55)
2 (z —2t)(y — 2t)
Kg./Ty ft—x—y

v = .

CkEst/(z —20)(y —20)  2(z —2t)(y +2t)

Systeme réduit (24) (f1 = 1/¢).
Il n’existe pas de réduction de wronskien nul.
Les variables de réduction

£ =/(z+hi(0)(y +ha(t)), (B, hy) # ([%0),
dy, = Ks5log[(x + ha)hy — (y + ha) ] — 75 log|(z + 1) (y + ha)],

dy = log|(x + h1)hy — (y + h2)hi] — i log[(z + h1)(y + h2)]

+ %\/(x +hi(t))(y + ha(t)),
5
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requierent les deux contraintes,
(Ks? +1)(hshY — hihy) =0, K¢ = 2K5 K7, (57)
qui ne restreignent aucun des parametres de la Py .
Systéme réduit (25) (f; =k #0).
Le wronskien ne s’annule que pour A\ =0

Si A, # 0 et K5 # 0, les six premieres équations (36) définissent les variables de
réduction

(= A3(t)(y — )\3(t)),

1
S N, £ 0,
TR ogew T
1 1 Ao < 1 1 >
dy, = Ks)g |22 + +4= + , (08
O S e T R A C= v y—au>] (5%)
dU:K6+kK5é< Lo, )

mais la septiéme équation (36)7 n’a alors aucune solution.
Si Aj # 0 et K5 = 0, on obtient
1 (96 — A3(t))(y — As(t))

‘- FEmPORE I
dy — (59)
d,

4 4 1 1
— Ko \3\op® — — Ko \op? + F(t = .

Si A5 =0, les variables sont définies par

1 Ty , T+y
=—log —————> A 0,d, = F(p,t),d, = G(p,t),p = ) 60
&=+ Y r—ywTy 5 # (1) (p,t),p o (60)
a la condition que K35 soit nul et que les fonctions F), G obéissent au systeme,
Fopt +2F,Gp + 8 )\2)\’ =0,-2F,Fp + Gpp + 8 /\2/\' =0. (61)

On en conclut d’une part qu’il n’existe pas de variables (&,d,,,d,) engendrant la
transformée affine (31) de Cy,, d’autre part qu’il existe bien une réduction & la Cyyy
la plus générale.

En tant que réduction non-caractéristique de (3), le systeme (61) possede la pro-
priété de Painlevé quels que soient Kg et K7. Bien que nous n’ayons pas réussi a
I'intégrer, il est facile d’en trouver des solutions particuliéres.

Une premieére telle solution est une solution elliptique, solution générale de la
réduction F(p,t) = F,.(p — A\3). Une deuxiéme solution particuliere est suggérée
par l'existence de deux poles mobiles simples de résidus opposés pour le champ F;
la troncature & une famille [18] [6, §5.6.1] de PEDP pour F' engendre une solution
représentée par

‘ i
F = ilog(p) — 5 log(py),

(62)
(kK7 +1iKeg) {p;p} =0, | (2kK7 + zKG) —{n p}

12



créant, outre K5 = 0, la contrainte supplémentaire
(kK7 +iKg)(2kK7 +iKg) = 0, (63)
donc une seule contrainte parmi les trois parametres de Cryy,
(d2 — 2d3)(d2 — d3) = 0. (64)
Systéme réduit (26) (f; =0).
Le wronskien ne s’annule que pour hy(t) = 0.

Si h{y # 0 et K5 # 0, les variables de réduction dépendent de deux fonctions
arbitraires de ¢,

& = who(t) + —2— + hy (£), hj(t) # 0,

ho(t)
d, = 2K (xlm(t) ~ y)2 fak, M (xlm(t) - ) : (65)
K, ho(t) ) (log ho)’ ho(t)
dy = s (log ho)’ <$h0(t) T (D)
et la septieme équation (36)7 détermine hy(t),
h1 = Cihg + % + KLE;’ C1, Cy constantes arbitraires, (66)

ce qui laisse donc arbitraires toutes les constantes.

Si h{y # 0 et K5 = 0, on obtient

4
K¢ =0,d, =0,d, = §K7(10g ho)'p® + 4K7hip® + F(t)p, p = xho(t) — A ?th)' (67)
0
Si hy = 0, les variables de réduction
{=z+y+td,=F(pt),d, =Gpt),p=z—y, (68)
définissent le systeme,
Fopt + 2F,Gp — 8K = 0, —2F,F,y + G,p — 8K7 = 0. (69)

identique a (61).

Remarque. Le résultat (61) ou (69) a deux interprétations. C’est ou bien une
réduction de (u,v)(z,y,t) & une EDO (U, V)(£) & coefficients (d,,, d,)(z,y,t), ou bien
une réduction de (u,v)(z,y,t) & une EDP (F,G)(p,t) & coefficients (U, V) (&(x, y,t)).

5 Conclusion

Ce systéme (3) tres simple admet des réductions & cing des six équations de Painlevé
et a I’équation maitresse Cy1 de Chazy, sans aucune contrainte entre leurs parametres.

Retrouver toutes les présentes réductions par les seules méthodes de la théorie des
groupes, en détaillant 1’algébre des symétries infinitésimales de (3), constitue un défi
que nous n’avons pour l'instant pas réussi a relever.
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Une discrétisation du présent systéme (3) pourrait étre un bon moyen d’obtenir
une version discrete des équations C,, de Chazy.
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A Les équations C, de Chazy

Chaque équation de Painlevé pour u(x), sauf la premiere, est la conséquence différen-
tielle d’une équation de Riccati R(u',u,x) = 0, au moins pour une certaine relation
entre les parametres de la P,. Apreés une normalisation adéquate, le membre de
gauche de ces équations de Riccati obéit a de remarquables équations d’ordre deux et
de degré deux, signalées par Chazy [4, page 342].

Afin de rappeler leur lien avec les P,,, nous changeons ici la notation (C,V), (C,IV),
(C,II), (C,III), (C,I) de Chazy en, respectivement, Cy1, Cva, Cvb, Cir, Crv,

2
d2
CVI : (u — 2u3 — dgu - d3)

dz?
[ d \1°|/du\> ) B
_ _2 fVI(x) (u — gVI(x) >:| [((n) —Uu — dgu — 2d3u - d4 = 0,

2

2
Cvat (du —6u2 —d2U—d3

dx?
5 o\ 12 2
e
L 70)
d? ’ (
Cvp : <de — 2u3 —dou — d3>
du\ 2
+2(u—e")? [(dx) —u4—d2u2—2d3u—d4] =0,

2 2

d? 2| /d

71; —dou — dg) - [23} l(u) — dou® — 2d3u — d41 =0,
T T dx

2

2 2
Crv : (dlgt — 6u? — d3> - ? [<M> — 4u® — 2dgu — d4‘| =0,
x

dz

ou le couple (fyr, gyi) de Cyy est une solution quelconque du systeme

(jﬁ)z — (2417, (jf’cf =1 (PN - D +1=0,  (7)

par exemple (tg(z),sin(z)) (le choix de Chazy) ou (i coth(x), cosh(x)) comme dans la
solution (28).

Leur intégrale générale [7, Appendix] est le produit de R(u/, u, z) par un polyndme
de u et x.

B Variable réduite générique

Etant donné 'équation (43), Délimination de b(y,t) (resp. a(z,t)) engendre deux
dérivées d’EDOs,

(fa(z,t);z})e = 0,({b(y, 1);y})e = 0, (72)

ou la notation classique {f;x} désigne le schwarzien

2
wa =G5 () ™
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La solution générale de chacune des deux équations (72) dépend de quatre fonctions
arbitraires d’une variable

Az(t) pi2(t)
a(z,t) = M) + ———= b(y,t) = t) + ) 74
=0+ ey am D SOt ) ™
liées par trois contraintes
p1 = —A1, 2 = — A2, 43 = Az, (75)

ce qui laisse donc cinq fonctions arbitraires. L’invariance conforme permet le choix
flz)=2,9(y) =y.
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